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《线性代数》

课程绪论、课程要求、课程资源

一、课程绪论

数学的重要主题是方程与函数, 其中最简单的是一次方程和一次函数。“线性”就

是“一次”，“代数”就是加减乘除。顾名思义，线性代数的主要任务就是一次方程与一

次函数，因此是最简单的数学。其中一元一次方程和一次函数在中学已经学过了。大学

线性代数研究的是多元的一次方程组和一次函数组（即线性映射),是最简单的大学数学

课程。中学平面解析几何用代数运算研究几何问题。线性代数则是 n维空间的解析几何，

用矩阵运算研究n维向量的相关问题。线性代数的运算看起来繁琐，其实可以归结为两

种最简单的运算：矩阵的初等变换和矩阵乘法。繁琐的运算只不过是简单运算的反复应

用。而且，繁琐运算都可以交给计算机去完成,人的任务只是将纷纭世界千差万别的复

杂问题转化为成可以用这两种运算解决的形式，借助计算机算出结果，再回到现实世界

中去。

二、课程框架

线性代数，打开高维空间的钥匙！

由矩阵看待大千世界，从方程体会百味人生！

线性代数，与数字做朋友，沟通数学与你之间的千丝万缕。

变换千变万化，向量空间充满奥妙。

线性代数是高等院校各专业学生的一门必修的数学基础课。在很多的应用领域，处

理问题的方法是将实际问题离散化，进而将问题转换成为能用计算机处理的数值问题，

线性代数提供解决数值问题计算的理论基础。

本课程内容涵盖矩阵理论，线性方程组的求解及解的结构，矩阵的特征值和特征向

量等都是现代科学和技术的重要基础，而行列式是其中不可缺少的研究工具。

所以本课程从第一章到第四章是以解线性方程组为主线，以矩阵为主要工具，第四

章到第五章是相似矩阵及二次型，线性空间与线性变换。

本课程的主要内容线性方程组，矩阵，行列式，n维向量，特征值与特征向量。本

课程的主线是解线性方程组，主要工具是矩阵。
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三、课程发展史

起源：线性方程组的求解

工具：矩阵，行列式，向量

方法：初等变换

应用：自然科学，工程技术，经济

发展：线性空间（变换）

后续：矩阵论，群论

值得一提的是用线性变换求线性方程组解的方法在我国古代的数学著作《九章算

术》中就有记载，该书是从先秦开始，经众多学者编纂、修改，约于西汉中叶成书，该

书第八章为“方程”（方程术即线性方程组的消元解法）.

历史上对线性代数发展做出突出贡献的数学家有

1.法国数学家笛卡尔（建立了平面直角坐标系，建立了代数和几何的桥梁）生于明

朝末期，死于顺治时期;

2.约翰.伯努利（瑞士）将解析几何从二维平面推广到三维空间，解析几何为线性代

数提供直观模型;

3.伯努利家族有多位数学家，除了约翰之外，还有约翰 2，约翰 3，Jacob1, Jacob2,

等 11 位数学家;

4.日本数学家关孝和是行列式的发明人之一；另外一个发明人是德国数学家莱布尼

茨;

5.英国数学家麦克劳林和瑞士数学家克拉默给出了一些用行列式求解特殊的线性方

程组的方法;

6.瑞士数学家欧拉、法国数学家贝祖，拉格朗日，拉普拉斯，傅里叶，德国数学家

高斯，法国柯西，德雅克比，英凯莱，英史密斯，法若尔当，德施瓦茨，意大利皮亚诺，

德施密特等线性代数的特点：内容丰富，历史悠久，比较抽象，非常有用。

四、课程要求

纪律：

1.第三节课要求十点到教室，并请班长点名记录；

2.手机请调为静音并收起来，不允许放在桌面上；

3.座位请从前往后坐，违反者将把你固定在第一排三次课，或者主动给老师擦三次
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黑板;

4.上课必备材料：课本、练习本、笔记本（按章节归纳整理重点知识和例题）

平时成绩构成：

1.出勤（100 分），扣分制，迟到扣 2 分，旷课扣 15 分，请假扣 2 分，违反课堂纪

律扣 10 分；

2.作业分两部分：（1）书面作业（80 分），交加 1 分，分三个等级 A,B,C，分别加 2

分，1 分，0 分；不交扣 5 分；（2）笔记记录情况（分等级按分数计入）。以上两项的平

均分即是作业部分的成绩；

3.课堂回答问题（70 分），主动回答一次 3 分；

4.期中测验+章节测验（按小组讲解），各占 50%，以实际的平均分计入；

5.网络资源学习小简报以及体会交流（以实际打分计入）

五、课程资源

中国大学 MOOC 中的网络资源：

同济大学、北京理工大学、东南大学、电子科技大学、北京航空航天大学(线性代

数启蒙)、华中农业大学、数学文化十讲。
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第一章 行列式

第一节 二阶、三阶行列式

教学
主要
内容

1.二阶、三阶行列式的定义；

2.二阶、三阶行列式的应用。

教
学
目
标

【知识目标】：①理解并掌握二阶、三阶行列式的定义,并会熟练的计算二阶、三阶行列

式；②熟练的应用二阶、三阶行列式。

【能力目标】：①通过在教师引导下探索新知的过程，培养学生观察、分析、判断、归

纳的自学能力；②锻炼学生联系、对应、转化的辩证思想。

【情感目标】：通过运用分析归纳的方法，激发学生观察、分析、探求的兴趣和热情，

培养学生积极探索的科学态度。

教材
分析

重点 二阶、三阶行列式的定义，以及应用。

难点 三阶行列式的定义及应用。

教学方法
与手段

多媒体辅助教学和探究式教学法。

学习
方法

学生首先通过自学，了解二阶、三阶行列式的定义及应用，并叫同学进行

讲解，最后教师对这些内容再进行归纳、总结。

同时，启发同学们观察、分析二阶、三阶行列式的下标元素特点，从而为

下节课的学习，做个好的铺垫。

教学学时数 1 学时，45 分钟。
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教

学

过

程

（一）实例引入

“鸡兔同笼”问题：明代数学家程大位的《算法统宗》里有一道著名算题用消元法

给出二元一次线性方程组 11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

 
  

a x a x b
a x a x b

解的表现形式

11 22

22 1 12 2
1

12 21





a b a b

x
a a a a 11 22

11 2 21 1
2

12 21





a b a b

x
a a a a

比较
11 22

22 1 12 2
1

12 21





a b a b

x
a a a a

， 1
1

D
x =

D

11 22

11 2 21 1
2

12 21





a b a b

x
a a a a

， 2
2

D
x =

D

的两种表现形式，发现第二种形式的优美之处，从而进一步探讨第二种形式中字母的来

源这种简洁的表现形式对三元一次线性方程组成立吗、对 n元一次线性方程组成立吗？

（二）科普小知识

克莱默(Cramer, Gabriel, 1704.7.31-1752.1.4)瑞士数学家。他一生未婚，专心治学，

平易近人且德高望重。

(三)学生自学二阶行列式的定义及其简单应用

1.学生自学 5 分钟；

2.请同学讲解二阶行列式的定义，二阶行列式的特点；

3.数表 11 12

21 22

a a
a a

记号 11 12

21 22

a a
a a

表达式 11 22 12 21a a a a 称为由该表所确定的二阶行列式，即

对角线法则，其中， ija 称为元素，i为行表，表明元素位于第 i行， j为列标，表明元素

位于第 j列；

(四)学生自学三阶行列式的定义及其简单应用

1.学生自学 2分钟；

2.请 4 位同学到黑板上计算

1 2 3
3 1 2
2 3 1

的结果；
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教

学

过

程

3.请同学到黑板上讲解
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

表示的代数和；

4.请同学自学例 4，例 5；

5.请同学回答自学后存在的困惑；

6.老师对这些问题进行解答，并再次强调三阶行列式的特点，三阶行列式计算规则：对

角线法，沙路法。

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

11 12

21 22

31 32

a a
a a
a a

7.让同学们分组练习。

（五）课堂小结

首先请同学们说说这节课的收获，然后老师在总结二阶、三阶行列式的概念。
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第一章 行列式

第二节 全排列与对换

教学
主要
内容

1.逆序数，奇排列，偶排列的定义；

2.对换，奇偶排列的性质。

教
学
目
标

【知识目标】：①理解并掌握逆序数，奇排列，偶排列的定义,并会熟练的计算排列的

逆序数；②掌握直线与平面的夹角公式和交点的计算，并学会灵活应用。

【能力目标】：①通过在教师引导下探索新知的过程，培养学生观察、分析、判断、归

纳的自学能力；②锻炼学生联系、对应、转化的辩证思想。

【情感目标】：通过运用分析归纳的方法，激发学生观察、分析、探求的兴趣和热情，

培养学生积极探索的科学态度，让学生体会数学问题从抽象到具体的转

化过程，体会数学之美，从而激发学生学习数学的兴趣和信心。

教材
分析

重点 逆序数，奇排列，偶排列，对换的定义。

难点 对换，奇偶排列的性质。

教学方法与
手段

多媒体辅助教学和探究式教学法。

学习
方法

学生可利用高中阶段所熟悉的排列，开始学习逆序数，奇排列，偶排列，

对换的定义，并通过具体的数列的对换理解对换，奇偶排列的性质，并对这些

知识不断观察、分析、探索、归纳总结，推广到一般情况。

教学学
时数 1 学时，45 分钟。
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教

学

过

程

(一)复习引入

1.想一想：用 1，2，3这三个数字，可以组成多少个没有重复数字的三位数？

123，132，213，231，312，321

把 n个不同的元素排成一列，共有几种不同的排法？ !n

2.思考：这六个三位数具有什么样的特点？ !n 个排列具有什么特点？

(二)讲授新知

由 n个不同数码 1，2，3，， n组成的有序数组 1 2, , , ni i i ，称为一个 n级全排列。

定义 1 在一个 n级排列 1 2, , , ni i i 中，如果有较大的数 ti 排在较小的数 si 前面 ( )s ti i ，

则称 ti 与 si 构成一个逆序。

观察一：排列 32514 中那些数字之间构成了逆序？

定义 2 一个 n级排列中逆序的总数，称为它的逆序数，记为 1 2( )nN i i i 。

观察二：排列 217986354 的逆序数？

奇排列：逆序数是奇数的排列称为奇排列。

偶排列: 逆序数是偶数的排列称为偶排列。

问题一：排列 217986354 是什么排列？ 排列 127986354 是什么排列？

排列 215986374 是什么排列？

这些排列之间有什么关系？

结论：这两个排列是调换了 1和 2的位置，并且一个是奇排列，一个是偶排列。

对换：在一个排列 1 s t ni i i i   中，如果仅将它的两个数码 si 与 ti 对调，其他数码不变，

得到另一个排列，这样的变换称为一个对换，记为对换 ( , )s tN i i 。

猜想：奇（偶）排列经过一个对换得到的新排列是偶（奇）排列。

分析：排列 217986354 与排列 127986354 的奇偶性发生改变，应如何解释？

排列 217986354 与排列 215986374 的奇偶性发生改变，应如何解释？

定理 1 任意一个排列经过一个对换后奇偶性改变。

（三）课堂小结

会计算一个排列的逆序数，会判断奇排列，偶排列。

思考题：二阶行列式，三阶行列式乘积中元素的特点，以及与全排列，逆序数的关系？
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第一章 行列式

第三节 n阶行列式的定义

教学
主要
内容

1.掌握 n阶行列式的定义；

2.会用 n阶行列式的定义，计算简单的行列式。

教
学
目
标

【知识目标】：①理解并掌握 n阶行列式的定义；②会用 n阶行列式的定义，计算简单

的行列式。

【能力目标】：①通过在教师引导下探索新知的过程，培养学生观察、分析、判断、归

纳的自学能力；②锻炼学生联系、对应、转化的辩证思想。

【情感目标】：通过运用类比、归纳、总结的方法，激发学生观察、分析、探求的兴趣

和热情，培养学生积极探索的科学态度，让学生体会数学问题从抽象到

具体的转化过程，体会数学之美，从而激发学生学习数学的兴趣和信心。

教材
分析

重点 n阶行列式的定义。

难点 n阶行列式的定义。

教学方法与
手段

多媒体辅助教学和探究式教学法。

学习
方法

学生发现，归纳，二阶，三阶行列式的特点，猜想出 n阶行列式所表示的

代数和中的一般项。

教 学
学时数 1 学时，45 分钟。
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教

学

过

程

(一)复习引入

1.观察与思考： 11 12
11 22 12 21

21 22

a a
a a a a

a a
 

11 12 13

21 22 23 11 22 33 12 23 31 13 21 32 11 23 32 12 21 33 13 22 31

31 32 33

a a a
a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a
a a a

     

在二阶行列式和三阶行列式中

(1)它们的项数与阶数有什么关系?

(2)各项的一般形式怎样?

(3)各项的符号与下标有怎样的关系?

(二)讲授新知

定义 1 ( n阶行列式) 用 2n 个元素 ija (i j1 2   n)组成的记号

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

a a a




  


，称为 n行列式，它表示代数和
1 21 2( 1) 

n

t
j j nja a a ,

其中和式中的排列 1 2 nj j j 要取遍所有 n级排列。行列式简记为 ija ，或 det( ija )。

n阶行列式的代数和中共有 !n 项 每一项都是取自不同的行、不同的列的 n个元素乘积



且冠以正号的项和冠以负号的项各占一半。

例 1 在六阶行列式 ija 中，下列各元素连乘积前面应冠以什么符号？

（1） 15 23 32 44 51 66a a a a a a （2） 21 53 16 42 65 34a a a a a a （3） 61 52 43 34 25 16a a a a a a

通过该例题发现 n阶行列式 ijD a 的一般项可以记为

1 2 1 2

1 1 2 2

( ) ( )( 1) n n

n n

N i i i N j j j
i j i j i ja a a    或 1 2 1

1 2

( )
1 2( 1) n n

n

N i i i i
i i i na a a  

例 2 选择 ,k l使 13 2 34 42 5k la a a a a 成为五阶行列式 ija 中前面冠以负号的项。

例 3 用行列式的定义计算下列行列式
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教

学

过

程

（1）

0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1
1 0 0 0

（2）

0 1 0 0
0 0 2 0

0 0 0 1
0 0 0

n
n






   



（3）

1 1 1 0
0 1 0 1
0 1 1 1
0 0 1 0

例 4 计算 n阶行列式

11

21 22

31 32 33

1 2 3

0 0 0
0 0

0
0
0n n n

a
a a

D a a a

a a a







  


，其中 0ija  。

介绍几种三角形行列式：下三角形行列式、上三角形行列式、对角形行列式。

例 5 求多项式

2 1 1 2
3 2 1

( )
1 2

2 1 1 3



x
x

f x
x x

x

中 3x 和 4x 的系数。

（三）课堂小结

理解并掌握 n阶行列式，会用定义做一些简单的计算。

思考题：当行列式的阶数较大，并且零元素较少时，该如何计算行列式？



12

第一章行列式

第四节 行列式的性质

教学
主要
内容

1.掌握行列式的性质；

2.会用行列式的性质计算简单的行列式；

3.会运用行列式的性质正确对行列式进行变形，化为上三角行列式，最终正确计算行

列式。

教
学
目
标

【知识目标】：①掌握行列式的性质；②会用行列式的性质计算行列式。

【能力目标】：①通过在教师引导下探索新知的过程，培养学生观察、分析、判断、归

纳的自学能力；②锻炼学生联系、对应、转化的辩证思想。

【情感目标】：通过探索、归纳、总结的过程，激发学生观察、分析、探求的兴趣和热

情，培养学生积极探索的科学态度，探索事物本质属性的欲望。

教材
分析

重点 行列式的性质。

难点 行列式性质的使用。

教学方法与
手段

多媒体辅助教学和探究式教学法。

学习
方法

学生可利用教师精心准备的例题，通过教师的引导，不断观察、分析、探索、

归纳总结得出结论。

教 学
学时数 2 学时，90 分钟。
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(一)复习引入

1.想一想： 用 n2个元素 aij (i j1 2   n)组成的记号

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

a a a




  


，称为 n行列式，它表示代数和
1 21 2( 1) 

n

t
j j nja a a

其中和式中的排列 1 2 nj j j 要取遍所有 n级排列。

计算四阶行列式

n阶行列式共有 !n 项 因此用定义计算 n阶行列式是较为困难的 只有三角形等特殊行

列式用定义计算比较方便

2.思考：我们已经知道三角形行列式的值等于主对角线上各元素的乘积， 因此我们想

到能否把一般的行列式化成三角形行列式来计算 这就需要研究行列式的性质，

(二)讲授新知

探究一

计算二阶，三阶列式

发现 1 的行列互换

行列式的转置

将行列式D的行与列互换后得到的行列式 称为D的转置行列式 记为 TD 或D 

即如果

11 12 1

21 22 2

1 2






  


n

n

n n nn

a a a
a a a

D

a a a

0 1 2 1
1 0 1 2

0 0 3 2
0 3 1 1

D








1

2 4
1 3

D 
 2

2 1
4 3

D


 3

1 0 1
3 5 0
0 4 1

D


 4

1 3 0
0 5 4
1 0 1

D 


1 2D D 3 4D D 1 2,D D
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11 21 1

12 22 2

1 2

n

nT

n n nn

a a a
a a a

D

a a a






   


性质 1 将行列式转置 行列式的值不变 即 TD D

探究二

计算并说出它们的关系

性质 2 互换行列式的两行(列) 行列式的值变号

它们有两行对应元素相同

推论 如果行列式中有两行(列)的对应元素相同 则此行列式的值为零

探究三

计算

发现

性质 3 行列式的某一行（列）中所有的元素都乘同一数 k，等于用数 k乘此行列。

计算

推论 1 如果行列式某行（列）的所有元素有公因子，则公因子可以提到行列式外

面。

1 5 3 7, , ,D D D D

1

2 4
1 3

D 
 5

1 3
2 4

D


 3

1 0 1
3 5 0
0 4 1

D


 7

3 5 0
1 0 1
0 4 1

D  

1 5D D  3 7D D 

8

1 0 1
3 5 0
1 0 1

D





9

1 3
1 3

D





8 9 0D D 

11

1 0 1
2 3 5 0

1 2 3
D


10

1 0 1
3 5 0
2 4 6

D




10 11D D

12

1 0 1
1 2 3
2 4 6

D



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推论 2 如果行列式有两行（列）的对应元素成比例，则行列式的值等于零。

例 1 计算行列式

对于第二个行列式我们发现用刚才发现的 3 个性质和两个推论，还是不能将运算

简化，那我们还需要继续挖掘行列式的性质。

计算 值，并研究它们的关系

发现

性质 4 如果将行列式中的某一行(列)的每一个元素都写成两个数的和 则此行列

式可以写成两个行列式的和 这两个行列式分别以这两个数为所在行(列)对应位置的

元素 其他位置的元素与原行列式相同

 

11 12 1 11 12 1 11 12 1

1 1 2 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

n n n

i i i i in in i i in i i in

n n nn n n nn n n nn

a a a a a a a a a

b c b c b c b b b c c c

a a a a a a a a a

   

  
        

  
        

  

 

推论 如果将行列式某一行(列)的每个元素都写成m个数( 2m  )的和 则此行列

式可以写成m个行列式的和

思考题：

行列式 该如何计算？

给行列式 1D 的第一行乘-1 加到第二行，得到行列式 2D

研究它们的关系

2 4 1
(1) 3 6 3

5 10 4
D


 


1 2 3
(2) 0 1 2

1 1 1
D 

12 13 14, ,D D D

12

1 0 1
1 2 3

1 1 4 0 2 4
D




  
13

1 0 1
1 2 3
1 4 2

D


 13

1 0 1
1 2 3
1 0 4

D




11 12 13D D D 

0 1 1 2
1 1 0 2
1 2 1 0

2 1 1 0

D

 



 

14

1 0 1
1 2 3
2 4 6


D 15

1 0 1
0 2 4
2 4 6


D
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发现

请同学对以上结论应用行列式的性质进行解释

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

a a a a
a a a a

D
a a a a
a a a a

 ，以数 k乘D的第 3 行后加到第 2 行，得

11 12 13 14

21 31 22 32 23 33 24 34
1

31 32 33 34

41 42 43 44

a a a a
a ka a ka a ka a ka

D
a a a a
a a a a

   


由性质 4 及性质 3 的推论 2 可得

11 12 13 14 11 12 13 14

21 22 23 24 31 32 33 34
1

31 32 33 34 31 32 33 34

41 42 43 44 41 42 43 44

0=

a a a a a a a a
a a a a ka ka a ka

D D D
a a a a a a a a
a a a a a a a a

   

行列式性质的综合应用

（1）设

1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3

1
a a a
a a a
a a a

 ，求

1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3

6 2 1 0
3 5 1
3 5

a a a
a a a
a a a

 
 


请同学们练习第 37 页的 15 题，并相互交流结果。

性质5 将行列式某一行(列)的所有元素同乘以数k后加到另一行(列)对应位置的

元素上，行列式的值不变。

思考：如何综合行列式的性质，计算行列式？特殊的行列式中什么类型的行列式

最容易计算？（上三角形行列式）如何将一行列式化为上三角行行列式？

下面以一例题介绍方法。

计算行列式

交换第一行和第二行得到

1 4 1 5D D

0 1 2 1
1 0 1 2

0 0 3 2
0 3 1 1

D








1 0 1 2
0 1 2 1
0 0 3 2
0 3 1 1

D




 


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给第二行乘以-3 加到第三行

给第三行乘以
5
3
加到第四行

发现这时的行列式是上三角形行列式，它的值等于主对角线元素的乘积。

思考：对于一般的行列式也可以利用行列式的性质，转化为上三角形行列式吗？

计算行列式

0 1 1 2
1 1 0 2
1 2 1 0

2 1 1 0

D

 



 

请同学们积极思考，并发表自己的看法。

归纳、总结：

计算行列式时常使用行列式的性质，把它化为三角形行列式来计算。

第一步：设第一行第一列的元素不为 0，如果第一行第一列元素为 0，现将第一行与其

他行交换，使第一列第一行元素不为 0；

第二步：把第一行分别乘以适当的数加到其他各行，使第一列除第一行元素外其他行

元素全为 0；

第三步：再用同样的方法处理除去第一行和第一列后余下的低一阶行列式；依次做下

去，直至使它成为上三角行列式。这时主对角线上元素的乘积就是行列式的值。

性质综合练习：

设行列式
11 12 13

21 22 23

31 32 33


a a a

D a a a
a a a

，则行列式
11 11 12 13 11

21 21 22 23 21

31 31 32 33 31

3 2 4
3 9 6 12 3

3 2 4

 
     

 

a a a a a
D a a a a a

a a a a a

练习：计算下面的行列式

1 0 1 2
0 1 2 1
0 0 3 2
0 0 5 2

D




 




1 0 1 2
0 1 2 1
0 0 3 2

40 0 0
3

D




  


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（1）

3 1 1 2
5 1 3 4

40
2 0 1 1
1 5 3 3


 

 


 

D （2）

1 1 2 3
1 2 3 1

153
3 1 1 2
2 3 1 1


  

  
 

D

(3)

1 2 3 4
2 3 4 1

160
3 4 1 2
4 1 2 3

 D （4）

3 1 1 1
1 3 1 1

48
1 1 3 1
1 1 1 3

D  

（5）计算 n阶行列式   1( 1) ( )n

x a a a a
a x a a a
a a x a a

D x n a x a

a a a x a
a a a a x

    





    



（6）计算

1 1

2 2
1 2 3

3 3

0 0
0 0

4
0 0
1 1 1 1

a a
a a

D a a a
a a




 


（7） 3 2
3 2 1 0

0 1 2 3

1 0 0
0 1 0
0 0 1




    


x
x

D a x a x a x a
x

a a a a

（8）

1 1 1

2 2 2
1 2 3

1
1

1

1




  







  



n n

n n n

a a a
a a a

D a a a a

a a a

（9）

1

2
1

1 1 1
1 1 1 1(1 )

1 1 1




  









  



n n
i

n

a
a

D a a
a

a
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（10） 4

2 3 2 4 3 2
3 6 3 10 6 3

a b c d
a a b a b c a b c d

D a
a a b a b c a b c d
a a b a b c a b c d

     
 

     
     

(三)课堂小结

掌握行列式的性质，并灵活的使用性质计算行列式的值。

(四)思考题

使用行列式的性质，不能把行列式的阶数降低，能否有较好的方法，把高阶的行

列式降为较低阶的行列式？
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第一章行列式

第五节 行列式按行（列）展开

教学
主要
内容

1.余子式，代数余子式；

2.行列式的按行（列）展开定理。

教 学
目 标

【知识目标】：①理解并掌握余子式，代数余子式；②掌握行列式的按行（列）

展开定理，并学会灵活应用。

【能力目标】：①通过在教师引导下探索新知的过程，培养学生观察、分析、判断、

归纳的自学能力；②锻炼学生联系、对应、转化的辩证思想。

【情感目标】：通过教师精心的引导，激发学生观察、分析、探求的兴趣和热情，

培养学生积极探索的科学态度，让学生体会数学问题从抽象到具体

的转化过程，体会数学之美，从而激发学生学习数学的兴趣和信心。

教材
分析

重点
掌握行列式的余子式、代数余子式的概念，熟悉行列式的按行（列）展开，

会使用代数余子式展开法求解行列式。

难点
余子式和代数余子式的概念理解正确求解代数余子式，行列式按行展开法

则的灵活运用。

教学方法与
手段

多媒体辅助教学和探究式教学法

学习
方法

学生可利用教师准备的例题，通过教师的引导，分析，不断观察、分析、

探索、归纳总结，推广到一般情况。

教 学
学时数 2 学时，90 分钟。
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(一)复习引入

1.想一想：上节课学习了行列式的性质，用这些可以计算行列式，那对于行列式

的计算还有其他途径吗?

首先看这样的一个三阶行列式

11 12 13

21 22 23 11 22 33 12 23 31 13 21 32

31 32 33

a a a
a a a a a a a a a a a a
a a a

  

11 23 32 12 21 33 13 22 31a a a a a a a a a  

11 22 33 23 32 12 23 31 21 33 13 21 32 22 31( ) ( ) ( )a a a a a a a a a a a a a a a     

22 23 23 21 21 22
11 12 13

32 33 33 31 31 32

a a a a a a
a a a

a a a a a a
  

22 23 21 23 21 22
11 12 13

32 33 31 33 31 32

a a a a a a
a a a

a a a a a a
  

通过该行列式的计算，我们发现了什么?请同学们前后 4 个商量，并派代表给我

们分享讨论结果。

发现一：三阶行列式降阶成了一些二阶行列式，把复杂的问题转化成了较简单的

问题。

发现二：这些二阶行列式前面乘的数字都是来自于同一行，这些二阶行列式都是

去掉该元素所在的行和列后，剩下的元素所构成的行列式。

发现三：这些二阶行列式前面有正负号，与前面乘的元素的行和列有关系。

结论：三阶行列式可以用二阶行列式表示。

思考：任意一个行列式是否都可以用较低阶的行列式表示

下面首先给出来这些二阶行列式的专业定义

(二)讲授新知

定义 1 在 n阶行列式中，把元素 ija 所在的第 i行和第 j列划去后，留下来的 1n 

阶行列式叫做元素 ija 的余子式，记作 ijM 。

记 ( 1)i j
ij ijA M  ，叫做元素 ija 的代数余子式。
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例如

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

a a a a
a a a a

D
a a a a
a a a a

 ，请说出任意一个元素的余子式和代数余子式。

继续观察开始的三阶行列式，可以写成

11 12 13
22 23 21 23 21 22

21 22 23 11 12 13
32 33 31 33 31 32

31 32 33

a a a
a a a a a a

a a a a a a
a a a a a a

a a a
  

22 23 21 23 21 22
11 12 13

32 33 31 33 31 32

a a a a a a
M M M

a a a a a a
  

22 23 21 23 21 22
11 12 13

32 33 31 33 31 32

a a a a a a
A A A

a a a a a a
  

发现 3 阶行列式等于它的任意一行（列）的各元素与其对应代数余子式乘积的

和。

思考 这样的结论对四阶、五阶、、 n阶行列式成立吗？

带着这样的问题研究下面的一些行列式

11

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

0 0 0a
a a a a

D
a a a a
a a a a



根据行列式一般项的特点，第一行中仅有 11 0a  ，所以D仅含下面的项

2

2

(j j )
11 2( 1) n

n

N
j nja a a  

2

2

(j j )
11 2[( 1) ]n

n

N
j nja a a    

11 11a M

又因为 1 1
11 11 11( 1)A M M   ，所以 11 11D a A

11 12 13 14

21 22 23 24

33

41 42 43 44

0 0 0

a a a a
a a a a

D
a

a a a a



为了利用上面的特殊情况，将该行列式转换成上面的情形，将第三行依次与第二
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行，第一行交换，再将第三列依次与第二列，第一列交换，经过 4 次交换（3+3-2），

得到了

33

13 11 12 143 3 2

23 21 22 24

43 41 42 44

0 0 0

( 1)

a
a a a a

D
a a a a
a a a a

   3 3
33 33( 1) a M  33 33a A

一般情形

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

a a a a
a a a a

D
a a a a
a a a a



可以利用上节课学过的性质，将D拆分成具有上述特点的矩阵

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
a a a a

a a a a
D

a a a a
a a a a

           


11 12 13 14 11 12 13 14 11 12 13 14 11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34 31 32 33 34 31 32 33 34 31 32 33 34

41 42 43 44 41 42 43 44 41 42 43 44 41 42 43 44

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
a a a a a a a a a a a a a a a a
a a a a
a a a a a a a a a a a a a a a a
a a a a a a a a a a a a a a a a

   

21 21 22 22 23 23 24 24a A a A a A a A   

请同学们对该发现归纳总结

定理1 n阶行列式D|aij|等于它的任意一行(列)的各元素与其对应的代数余子式

乘积的和 即

Dai1Ai1ai2Ai2  ainAin ( i1 2  n )

或 Da1jA1ja2jA2j  anjAnj ( j1 2  n )

思考：行列式的某一行（列）的元素与另一行（列）对应元素的代数余子式乘积

的和应该等于什么？

11 12 13 14

21 22 23 24
21 31 22 32 23 33 24 34

21 22 23 24

41 42 43 44

0

a a a a
a a a a

D a A a A a A a A
a a a a
a a a a

     
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同理对列也成立

结论：行列式的某一行（列）的元素与另一行（列）对应元素的代数余子式乘积

的和等于零。
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按行展开行列式的方法称为降阶法。

例 1 计算行列式

（1）

3 1 1 2
5 1 3 4
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2 0 1 1
1 5 3 3
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D （2）

1 2 3 4
1 0 1 2
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3 1 1 0
1 2 0 5
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例 2 讨论当 k为何值时，

1 1 0 0
1 1 0
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例 3 解矩阵方程

1 1 1
1 1 1
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例 4 计算行列式

1 1 1 1
1 2 3 4
1 4 9 16
1 8 27 64

例 5 设

3 5 2 1
1 1 0 5
1 3 1 3

2 4 1 3
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D ，求 11 12 13 14  A A A A 及 11 12 13 14  M M M M

（三）课堂小结

会按行（列）展开行列式，会灵活的应用到行列式的计算中。


