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《概率论与数理统计》课程教案 

主讲教师__________       所在单位______________ 

授课班级____________  专业_____________________  撰写时间_________________ 

教案编号 08-0301 教案内容 3.1 二维随机变量  3.2 边缘分布 学时 2 

教学目标 基本要求 

1.掌握多维随机变量、二维随机变量分布函数的概念和性质； 

2.理解二维离散型随机变量联合分布律的概念及性质，会求二维离散型随机

变量联合分布律，掌握二维连续型随机变量的联合概率密度函数的概念及性

质，会求二维连续型随机变量的联合概率密度； 

3.理解区分随机变量边缘分布的概念，会求二维离散型随机变量边缘分布律

及二维连续型随机变量边缘密度函数，能写出随机变量的联合分布与其边缘

分布间的关系； 

 能力要求 

1. 培养能力要求： 

a) 掌握概率论和数理统计中的基本概念和性质并能够运用到复杂工程

问题的适当表述之中； 

b) 能够针对工程应用系统或过程的特点选择合适的概率分布来描述随

机现象的统计规律性； 

2. 具体体现在：本章是第二章一维随机变量的各个概念方法到二维的扩展，

本章涉及到很多积分、导数、函数、反函数等的概念和计算。并且将一维

分布和条件分布扩展到二维以后，更加适用于实际工程问题。 

教学重点 

(1) 二维随机变量(X,Y)的分布函数的概念，二维连续型随机变量(X,Y)的联合概率密度

和离散型随机变量(X,Y)的分布律； 

(2) 离散型随机变量(X,Y)的边缘分布律和连续型随机变量(X,Y)的边缘概率密度。 

教学难点 二维随机变量的边缘分布 

教学方法 提问、讲授、启发、讨论 

工具仪器 多媒体教具、教材、教案、教学课件、考勤表、平时成绩登记表 

教学安排 考勤、复习相关知识点、新课内容概述、组织教学、布置作业、课后小结 

教学过程 教学组织、具体教学内容及教学方法、手段、时间分配及其它说明 备 注 

第一部分：旧知识点复习和新课内容概述（5 分钟） 

在上一章中，我们主要学习了一维随机变量的概念和分布，以及随机变量的函数的

分布： 

其目的是理解并掌握随机变量的概念及其一维分布，会计算随机变量函数的分布。 

本章我们将一维的概念扩展到二维随机变量当中： 
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其目的是对一维随机变量所有概念的深化扩展，并掌握二维以及多维随机变量的联

合分布、边缘分布、条件分布，以及二维随机变量函数的分布。 

    本次课主要讲解二维随机变量的联合分布以及边缘分布。 

第二部分：二维随机变量的分布（45 分钟） 

很多实际问题中，随机试验的结果需同时用两个或更多个随机变量来描述。 

比如：设样本空间 S＝{e}={某地区全部儿童} 

儿童发育情况包括：身高 H(e)和体重 W(e)，它们是定义在 S 上的两个随机变量。 

比如：S＝{e}={炮弹的弹着点} 

炮弹弹着点的位置：横坐标 X(e)和纵坐标 Y(e)，他们也是定义在同一个样本空间上的

两个随机变量。 

定义：一般，设 E 是一个随机试验，它的样本空间是 S＝{e}，设 X＝X(e)和 Y=Y(e)是定义

在 S 上的随机变量，由它们构成的一个向量(X,Y)，叫做二维随机向量，或二维随机变量。 

二维随机变量的研究：要将 X,Y 作为整体来研究，其性质与 X、Y 及 X,Y 之间的关系

均有关，逐个研究 X,Y 的性质是不够的。也借助分布函数来研究二维随机变量。 

定义：设(X,Y)是二维随机变量，对于任意实数 x，y，二元函数： 

      F(x,y)=P{(X≤x)∩(Y≤y)}记做 P{X≤x，Y≤y} 

称为二维随机变量(X,Y)的分布函数，或称为随机变量 X 和 Y 的联合分布函数。 

分布函数的意义： 

将(X,Y)看成是平面上随机点的坐标，则分布函数 F(x,y)在点(x,y)处的函数值是随机点

(X,Y)落在以(x,y)为顶点的左下方的无穷矩形区域内的概率 
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随机点落在矩形区域的概率： 

P{x1<X≤x2，y1<Y≤y2}= F(x2,y2)－F(x2,y1)－F(x1,y2)＋F(x1,y1) 

分布函数的性质： 

1°F(x,y)是变量 x，y 的不减函数 

   对任意的 y，当 x2>x1 时 F(x2,y)≥F(x1,y) 

   对任意的 x，当 y2>y1 时 F(x,y2)≥F(x,y1) 
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2°0≤F(x,y)≤1 且 

   对任意固定的 y，F(－∞，y)＝0  (边界无限向左，趋于不可能事件) 

   对任意固定的 x，F(x, －∞)＝0  (边界无限向下，趋于不可能事件) 

   F(－∞, －∞)＝0，           (边界无限向左下，趋于不可能事件) 

   F(∞, ∞)＝1，               (边界无限向右上，趋于必然事件) 

3°F(x,y)＝F(x+0,y)，F(x,y)＝F(x,y+0) 

   F(x,y)关于 x 右连续，关于 y 也右连续 

4°对于任意点(x1,y1)，(x2,y2)，x1<x2，y1<y2，下述不等式成立： 

   F(x2,y2)－F(x2,y1)－F(x1,y2)＋F(x1,y1)≥0    矩形区内的概率，及概率非负性 

 

离散型的随机变量：若二维随机变量(X,Y)全部可能取到的不相同的值是有限对或可列无

限多对，则称(X,Y)是离散型随机变量。 

二维离散型随机变量的分布律： 

设二维离散型随机变量(X,Y)所有可能取的值为(xi,yj)，i，j＝1,2,…, 

记 P{X=xi,Y=yj}=pij，i，j＝1,2,…,则由概率的定义有： 

                     pij≥0，


=



=1 1i j

ijp ＝1 

则称 P{X=xi,Y=yj}=pij，i，j＝1,2,…为二维离散型随机变量(X,Y)的分布律，或随机变量 X 和 Y

的联合分布律。 

也可以用表格的形式给出： 

   Y     X   x1   x2  …   xi  … 

      y1      p11  p21  …   pi1  … 

      y2      p12  p22  …   pi2  … 

      …      …  …  …   … … 

      yi      p1j   p2j  …   pij  … 

…      …  …  …   … … 

 

二维离散型随机变量(X,Y)的分布函数 

将(X,Y)看作一个随机点的坐标，则离散型随机变量 X 和 Y 的联合分布函数为：包含在

以(x,y)为顶点的左下方无穷矩形区域内的所有可能取值点的概率的和，即 

F(x,y)＝
 xx yy

ij

i j

p 其中和式是对一切满足 xi≤x，yj≤y 的 i，j 来求和的 

 

例 1：设随机变量 X 在 1，2，3，4 四个整数中等可能地取一个值，另一个随机变量 Y 在
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1～X 中等可能地取一整数值。试求(X,Y)的分布律。 

解：Y 的取值与 X 的取值有关， i=1，2，3，4，j 取不大于 i 的正整数，由乘法定理   P{X=i,Y=j}

＝P{Y=j|X=i}P{X=i}＝(1/i)(1/4)，i=1，2，3，4，1ji 

 

 Y     X   1      2       3       4 

        1      1/4  1/4(1/2)  1/4(1/3)  1/4(1/4)   

        2      1/0  1/4(1/2)  1/4(1/3)  1/4(1/4) 

        3      1/0    /0     1/4(1/3)  1/4(1/4) 

        4      1/0    /0        0    /1/4(1/4) 

 

二维连续型随机变量的概率密度： 

对于二维随机变量(X,Y)的分布函数 F(x,y)，如果存在非负的函数 f(x,y)，使对任意 x,y

有 F(x,y)＝  − −

y x

dudvvuf ),( ，则称(X,Y)是连续型的二维随机变量，函数 f(x,y)称为二维随

机变量(X,Y)的概率密度，或称随机变量 X 和 Y 的联合概率密度。 

f(x,y)的性质： 

    1°非负性 f(x,y)≥0  曲线 z＝f(x,y)表示一个曲

面，位于 xOy 平面的上方 

2°归一性  


−



−
dudvvuf ),( ＝F(∞, ∞)＝1 

曲面 z＝f(x,y)与 xOy 平面的空间区域的体     

积为 1 

3°设 G 是 xOy 平面上的区域，点(X,Y)落在 G

内的概率为 

P{(X,Y)G}= 
G

dxdyyxf ),(  

在几何上，以 G 为底，以曲面 z＝f(x,y)为顶的柱体体积 

4°若 f(x,y)在点(x,y)处连续，则有 

                       
yx

yxF



 ),(2

＝f(x,y) 

面密度的概念：由性质，在 f(x,y)的连续点(x,y)处有 

f(x,y)＝
yx

yxF



 ),(2

＝
yx

yxFyyxFyxxFyyxxF
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x 
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由分布函数的定义，分子刚好是落在矩形区域的概率，即 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

xO

y

z

z=f(x,y)

G



                                      概率论与数理统计课程教案                                      5 

＝
yx

yyYyxxXxP

y
x 

++
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当 yx 很小时， },{ yyYyxxXxP ++ ≈f(x,y) yx ，即随机点落在长方形(x, 

x+Δx]×(y, y+Δy]内的概率近似等于长方体的体积，以上比值表明，概率密度为：单位面积

上的概率值：面密度。 

 

例 2：设二维随机变量(X,Y)具有概率密度 

     f(x,y)＝


 +−

其它,0

0,0,2 )2( yxe yx

 

   (1)求分布函数 F(x,y)；   (2)求概率 P{YX}； 

解：(1)直接由定义：先在图像上画出非 0 区 

   F(x,y)＝  − −

y x

dudvvuf ),( ＝




  

+−

其它,0

0,0,2
0 0

)2( yxdxdye
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
 − −−
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 (2) P{YX} 

有效区 G 由 x>0, y>0 及 y<x 确定：先 x 后 y 的话，y<x<∞, 0<y<∞ 

P{YX}= P{(X,Y)∈G}= 
G

dxdyyxf ),( =  
 

+−

0

)2(2
y

yx dxdye =1/3 

推广到 n 维： 

定义：一般，设 E 是一个随机试验，它的样本空间是 S＝{e}，设 X1＝X1(e)，X2＝X2(e)，…，

Xn＝Xn(e)是定义在 S 上的随机变量，由它们构成的一个 n 维向量(X1,X2, …,Xn)叫做 n 维随

机向量，或 n 维随机变量 

分布函数 

定义  设(X1,X2, …,Xn)是 n 维随机变量，对于 n 个任意实数 x1，x2，…xn，n 元函数： 
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      F(x1，x2，…xn)=P{ X1x1,X2x2, …,Xnxn}  

称为 n 维随机变量(X1,X2, …,Xn)的分布函数，或称为随机变量 X1,X2, …,Xn的联合分布函

数。 

具有同二维随机变量类似的性质。 

 

第三部分：二维随机变量的边缘分布（40 分钟） 

二维随机变量(X,Y)具有分布函数 F(x,y)，它描述的是整体的性质，有时我们也要考察

X 或者 Y 的个体性质，也就是我们关心的 FX(x)，FY(y)是怎样的？并且分别将 FX(x)和 FY(y)

称为 X 和 Y 的边缘分布函数。 

边缘分布函数的求解：已知联合分布 F(x,y)，求解边缘分布 

    FX(x)＝P{Xx} 

由于{Y<∞}是必然事件，所以{Xx}∩{Y<∞}＝{Xx} 

∴FX(x)＝P{Xx}＝P{(Xx)∩(Y<∞)}= P{Xx,Y<∞}= F(x, ∞) 

同理：FY(y)＝P{Yy}＝P{(X<∞)∩(Yy)}= P{X<∞,Yy}= F(∞, y) 

 

离散型随机变量的边缘分布律： 

(X,Y)的分布函数为 F(x,y)＝
 xx yy

ij

i ji

p  

则 FX(x)＝F(x, ∞)＝




=xx j

ij

i

p
1

＝ 




=xx j

ij

i

p )(
1

，与第二章分布律与分布函数的关系式进行比较，

括号内的部分即为 P{X＝xi} 

所以，X 的分布律为 P{X＝xi}＝


=1j

ijp ＝pi• ，i＝1，2，… 

同理，Y 的分布律为 P{Y＝yj}＝


=1i

ijp ＝p•j ，j＝1，2，… 

则分别称 pi• (i＝1，2，…)和 p•j (j＝1，2，…)为(X,Y)关于 X 和关于 Y 的边缘分布律。 

※注意：边缘分布律的和式可以理解为一种全概率展开：以 Y 取值为划分对 X 取值

的全概率展开。 

 

连续型随机变量的边缘概率密度： 

(X,Y)的概率密度函数为 f(x,y)， 

FX(x)＝F(x, ∞)＝  −


−

x

dxdyyxf ),( ＝  −



−

x

dxdyyxf ]),([  

与概率密度函数定义相比较： 
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   得，X 是连续型随机变量，且 fX(x)＝ 


−
dyyxf ),(  

同样，Y 是连续型随机变量，且 fY(y)＝ 


−
dxyxf ),(  

分别称 fX(x)和 fY(y)为随机变量(X,Y)关于 X 和关于 Y 的边缘概率密度。 

例 1：求解离散型随机变量的边缘分布律 

一整数 N 等可能地在 1，2，3，… ，10 十个值中取一个值。设 D＝D(N)是能整除 N

的正整数的个数，F＝F(N)是能整除 N 的素数的个数(1 不是素数)。试写出 D 和 F 的联合分

布率，并求边缘分布率。 

解：先考察 D，F 取值的情况 

样本点    1     2     3     4     5     6     7     8     9     10 

D    1     2     2     3     2     4     2     4     3      4 

F    0     1     1     1     1     2     1     1     1      2 

D 的所有可能取值为 1，2，3，4；F 的所有可能取值是 0，1，2，容易得到(D,F)取(i, 

j),i=1,2,3,4,j=0,1,2 的概率。 

    P{D=1, F=0}=1/10，P{D=2, F=1}=4/10，样本点为 2.3.5.7…  

(D,N)的联合分布律及边缘分布律为 

 F     D     1      2       3       4    p•j＝P{F＝j} 

        0        1/10    0       0       0       1/10 

        1       1/0     4/10    2/10     1/10     7/10 

        2       1/0     /0       0       2/10     2/10 

    pi•＝P{D＝i}  1/10   4/10    2/10     3/10      1 

 

即 D 和 F 的边缘分布律为 

D     1    2    3     4            F     0     1     2 

pi•   1/10  4/10  2/10  3/10         p•j    1/10  7/10  2/10 

 

例 2：求解连续型随机变量的边缘概率密度 

设随机变量 X 和 Y 具有联合概率密度 f(x,y)＝


 

其它,0

,6 2 xyx
，求边缘概率密度 fX(x)和

fY(y)。 

解：由边缘概率密度的定义 

fX(x)＝ 


−
dyyxf ),(     

首先确定积分区域      （x 的范围，y 的积分区间(积分限)） 
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通过 f(x,y)中关于 x 和 y 的约束关系求得 x的取值范围，及 y的积分区间，即由 x2≤y≤x，

可推导出 0≤x≤1， 

或者画出积分区域，从而确定 x 和 y 的范围： 

当 0≤x≤1 时，fX(x)＝ 
x

x
dy

2
6 ＝6(x－x2)， 

其它，fX(x)＝0 

fX(x) ＝


 −

其它,0

10),(6 2 xxx
    fY(y) ＝




−
dxyxf ),( ，0≤y≤1，由 x2≤y≤x，y≤x≤ y  

所以 fY(y)＝








其它,0

10,6 ydx
y

y ＝



 −

其它,0

10),(6 yyy
 

例 3：设二维随机变量(X,Y)的概率密度为 

f(x,y)＝ 









 −
+

−−
−

−

−

−

−

2
2

2
2

21

21

2
1

2
1

2

)())((
2

)(

)1(2

1

2

21 12

1 
















yyxx

e ，－∞<x<∞,－∞<y<∞。 

其中 μ1，μ2，σ1，σ2，ρ 为常数，且 σ1>0，σ2>0，－1<ρ<1，称(X,Y)服从参数为 μ1，μ2，σ1，

σ2，ρ 的二维正态分布，记做(X,Y)～N(μ1，μ2，σ1
2，σ2

2，ρ)。求边缘概率密度 fX(x)和 fY(y) 

解：fX(x)＝ 


−
dyyxf ),( ，对 y 的积分 

整理： 
2

1

1

2

2

2

1

2

12

2

2

2

2

21

21

2

1

2

1 )()()(
)1(

)())((
2

)(







 −
−

−
+

−
−=

−
+

−−
−

−


























 xyxyyxx  

代入上式得 fX(x)＝ 


−













 −
−

−

−

−−
−

−
dyee

xyx
2

1

1

2

2

22
1

2
1

)()(

)1(2

1

2

)(

2

21 12

1 













 

令 t＝ 






 −
−

−

− 1

1

2

2

2

)()(

1

1












xy
，－∞<y<∞所以－∞<t<∞，而 dt＝dy

2

2 1

1

 −
，

代入得∴fX(x)＝ 


−

−
−

−

dtee

tx

22

)(

1

2

2
1

2
1

2

1 




＝

2
1

2
1

2

)(

12

1 





−
−

x

e －∞<x<∞ 

同理 fY(y)＝
2
2

2
2

2

)(

22

1 





−
−

y

e －∞<y<∞ 

∴X,Y 均为一维正态分布，且与 ρ 无关。 

※ 单由 X,Y 的边缘分布不能确定联合分布，必须整体考虑。 
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课后作业 p84：2,3,4,7,9；数值实验作业、其它要求 

课后小结 以下几个方面应该着重强调： 

xO

y

y=x

y=x
2
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1. 二维随机变量联合分布的几何意义； 

2. 边缘分布的含义以及与一维分布的关系； 

3. 边缘分布和联合分布的关系。 
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《概率论与数理统计》课程教案 

主讲教师__________       所在单位______________ 

授课班级____________  专业_____________________  撰写时间_________________ 

教案编号 09-0302 教案内容 3.3 条件分布  3.4 相互独立的随机变量 学时 2 

教学目标 基本要求 

（1）掌握二维随机变量(X,Y)的条件分布的概念和计算（离散型和连续型）； 

（2）理解随机变量的独立性的概念，掌握离散型随机变量及连续型随机变量独

立性的判别方法；会用随机变量的独立性计算某些事件的概率。 

 能力要求 

1. 培养能力要求： 

a) 掌握概率论和数理统计中的基本概念和性质并能够运用到复杂工程问

题的适当表述之中； 

b) 能够针对工程应用系统或过程的特点选择合适的概率分布来描述随机

现象的统计规律性； 

2. 具体体现在：本章是第二章一维随机变量的各个概念方法到二维的扩展，本

章涉及到很多积分、导数、函数、反函数等的概念和计算。并且将一维分布

和条件分布扩展到二维以后，更加适用于实际工程问题。 

教学重点 
(1) 二维随机变量(X,Y)的条件分布的概念和计算（离散型和连续型）； 

(2) 两个随机变量相互独立的判别。 

教学难点 二维随机变量的条件分布 

教学方法 提问、讲授、启发、讨论 

工具仪器 多媒体教具、教材、教案、教学课件、考勤表、平时成绩登记表 

教学安排 考勤、复习相关知识点、新课内容概述、组织教学、布置作业、课后小结 

教学过程 教学组织、具体教学内容及教学方法、手段、时间分配及其它说明 备  注 

第一部分：旧知识点复习和新课内容概述（5 分钟） 

在上一节中，我们主要学习了二维随机变量的概念和联合分布以及边缘分布： 

其目的是理解并掌握随机变量的二维分布的定义和几何含义，以及边缘分布的计

算。本节我们将进一步讨论二维随机变量的条件分布，以及两个随机变量相互独

立的条件： 

其目的是学会计算二维随机变量的条件分布，会判别两个随机变量是否相互独

立。 

本次课主要讲解二维随机变量的条件分布以及两个随机变量独立性的判定。 

 

板书，

回顾 
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第二部分：二维随机变量的条件分布（55 分钟） 

由条件概率自然引出条件概率分布的概念 

离散型随机变量的条件分布律： 

设(X,Y)是二维离散型随机变量，其分布律为 

P{X=xi,Y=yj}=pij，i，j＝1,2,… 

(X,Y)关于 X 和关于 Y 的边缘分布律为 

P{X＝xi}＝pi•＝


=1j

ijp ，i＝1，2，…，P{Y＝yj}＝p•j＝


=1i

ijp ，j＝1，2，… 

考虑在事件{Y＝yj}发生的条件下，事件{X＝xi}发生的概率，即求事件 

{X＝xi |Y＝yj }，i＝1，2，… 

发生的概率 

由条件概率公式： 

P{X＝xi |Y＝yj }＝P{X＝xi ,Y＝yj }/ P{Y＝yj }= pij/ p•j，i＝1，2，… 

其中 P{Y＝yj }>0 

该条件概率具有分布律的性质： 

1. 非负性 

2. 归一性：


=

==
1

}|{
i

ji yYxXP ＝


= •1i j

ij

p

p
＝ 



=• 1

1

i

ij

j

p
p

＝
j

j

p
p

•

•

1
＝1 

条件分布律定义：设(X,Y)是二维离散型随机变量，对于固定的 j，若 P{Y＝yj }>0，则称

P{X＝xi |Y＝yj }＝P{X＝xi ,Y＝yj }/ P{Y＝yj }= pij/ p•j，i＝1，2，…为在 Y＝yj 条件下，随

机变量 X 的条件分布律。 

同样的，对于固定的 i，若 P{X＝xi}>0，则称 P{Y＝yj |X＝xi }＝P{X＝xi ,Y＝yj }/ P{X

＝xi}= pij/p i• ，j＝1，2，…为在 X＝xi 条件下，随机变量 Y 的条件分布律。 

 

例 2：一射手进行射击，击中目标的概率为 p(0<p<1)，射击直到击中目标两次为止。

设以 X 表示首次击中目标所进行的射击次数，以 Y 表示总共进行的射击次数，试求 X

和 Y 的联合分布律及条件分布律。 

解：实际上本题是求三个分布律： 

P{ X＝m ,Y＝n}，P{ Y＝n |X＝m }，P{ X＝m|Y＝n} 

按题意，Y＝n 表示第 n 次射击时击中目标，且在前 n－1 次射击中恰有一次击中目

标，各次射击是相互独立的。这样{Y＝n ,X＝m}表示分别在第 m 次和第 n 次击中目标

而其它 n－2 次没击中这一事件。 

于是 
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P{ X＝m ,Y＝n}＝(1－p)•…•(1－p)•p•(1－p)…•(1－p)•p＝p2(1－p)n－2 

                           第 m 次          第 n 次 

即联合分布律为 P{ X＝m ,Y＝n}＝p2(1－p)n－2，m＝1，2，…，n＝2，3，…,m<n 

又关于 X 的边缘分布律： 

P{ X＝m }= 


+=

==
1

},{
mn

nYmXP ＝ 


+=

−−
1

22 )1(
mn

npp ＝
)1(1

)1( 212

p

pp m

−−

− −+

＝p(1－p)m－1， 

 m＝1，2，… 

P{ Y＝n}＝
−

=

−−
1

1

22 )1(
n

m

npp =(n－1) p2(1－p)n－2，n＝2，3，… 

于是由条件分布律的定义： 

当 m＝1，2，…时 

P{ Y＝n |X＝m}＝P{ Y＝n,X＝m }/P{X＝m}= p2(1－p)n－2/p(1－p)m－1 

= p(1－p)n－m－1，n＝m＋1，m＋2，… 

当 n＝2，3，…时 

P{ X＝m|Y＝n}＝P{ Y＝n,X＝m}/ P{ Y＝n}＝p2(1－p)n－2/(n－1) p2(1－p)n－2 

             ＝1/(n－1)，m＝1，2，…，n－1 

※ 在写条件分布律 P{Y＝n|X＝m}时一定在分布律之前给出条件 P{X＝m}不等于 0 的

范围，而在分布律之后也要注明 Y 的取值范围。 
 

连续型随机变量的条件概率密度： 

对于连续型随机变量由于对于任意的 x 或者 y，P{Y＝y }＝0，P{ X＝x}＝0，无法用

条件概率公式计算 P{ X＝x|Y＝y}。 

转而求分布函数 P{ X≤x|Y＝y}并记为 FX|Y(x|y) 

由于 P{Y＝y}＝0，我们讨论在一个充分小的邻域内事件{y－ε<Y≤y＋ε}发生的条件

下的 X≤x 的概率 P{ X≤x| y－ε<Y≤y＋ε}，其中 P{y－ε<Y≤y＋ε}>0 

然后对任意的 x，令 ε→0 对 P{X≤x|y－ε<Y≤y＋ε}取极限得到 FX|Y(x|y)＝P{ X≤x|Y＝

y} 

P{ X≤x| y－ε<Y≤y＋ε} 

FX|Y(x|y)＝lim P{ X≤x| y－ε<Y≤y＋ε}|ε→0=
}{

},{
lim

0 



 +−

+−

→ yYYP

yYyxXP
 

=
)()(

),(),(
lim

0 



 −−+

−−+

→ yFyF

yxFyxF

YY

=




 2/)]()([

2/)],(),([
lim

0 −−+

−−+

→ yFyF

yxFyxF

YY

=
dyydF

yyxF

Y /)(

/),( 
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=
)(

),(/

yf

dxdyyxfy

Y

y x

 − −


=
)(

),(

yf

dxdyyxf

Y

x

 − =  −

x

Y

dxdy
yf

yxf

)(

),(
 

x

y

O

(x,y)

(x,y+ε)

(x,y－ε)

 

类似的有 FY|X(y|x)＝
dyydF

yyxF

Y /)(

/),( 
＝  −

y

X

dxdy
xf

yxf

)(

),(
 

与概率密度的定义比较，给出条件概率密度的定义 

条件概率密度定义：设二维随机变量(X,Y)的概率密度为 f(x,y)，(X,Y)关于 Y 的边缘概率

密度为 fY(y)，若对于固定的 y，fY(y)>0，则称
)(

),(

yf

yxf

Y

为 Y=y 的条件下 X 的条件概率密

度，记为 fX|Y(x|y)＝
)(

),(

yf

yxf

Y

， 

称 FX|Y(x|y)＝P{X≤x|Y＝y}＝  −

x

YX dxyxf )|(| ＝  −

x

Y

dx
yf

yxf

)(

),(
为 Y=y 的条件下 X 的条件分

布函数 

类似的有 fY|X(y|x)＝
)(

),(

xf

yxf

X

，FY|X(y|x)＝  −

y

Y

dy
yf

yxf

)(

),(
 

※在求解条件概率密度 fX|Y(x|y)时，前面要给出条件 fY(y)>0 的 y 的区间，在后面给出

X 的取值范围。在(-, )区间上都有定义。 

 

例 3 有界区域内的均匀分布 

定义：设 G 是平面上的有界区域，其面积为 A。若二维随机变量(X,Y)具有概率密度 f(x,y)

＝








其它,0

),(,
1

Gyx
A ，则称(X,Y)在 G 上服从均匀分布。 

现设(X,Y)在圆域 x2+y2≤1 上服从均匀分布，求条件概率密度 fX|Y(x|y)。 

解：1）求联合概率密度 
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f(x,y)＝






+

其它,0

1,
1 22 yx
  

2）求边缘概率密度，确定满足 fY(y)>0 的 y 的范围 

fY(y)＝ 


−
dxyxf ),( ＝







−−=

−

−−

其它,0

11,1
21 2

1

1

2

2
yydx

y

y   

3）在 y的范围内计算条件概率密度 f(x,y)/fY(y) 

当－1<y<1 时有 

fX|Y(x|y)＝
)(

),(

yf

yxf

Y

＝






−−−−=−

其它,0

11),12/(11
2

/
1 2222 yxyyy

  

对于区域 G，固定 y 可解得 x 的 fX|Y(x|y)非 0 范围，注意条件概率中，作为条件的

y 是确定的实数，y 的取值不同获得的条件概率密度也不同 

当 y＝0 时，及 y＝1/2 时 fX|Y(x|y)均是相应区间上的均匀分布，但区间长短和概率

密度值不同。 

x

y

O

0.5

y1

－1 1

     

x

y

O

0.577

y1

－0.866 0.866

 

 

例 4：设数 X 在区间(0,1)上随机地取值，当观察到 X＝x(0<x<1)时，数 Y 在区间(x,1)上

随机地取值，求 Y 的概率密度 fY(y). 由条件概率密度－》联合概率密度－》边缘概率

密度 

解：由题意，X 具有概率密度 fX(x)＝


 

其它,0

10,1 x
，在(0<x<1)区间内，对于任意给定的

x，在 X＝x 条件下，Y 的条件概率密度为 fY|X(y|x)＝








−
其它,0

1,
1

1
yx

x  

由于 fY|X(y|x)＝
)(

),(

xf

yxf

X

，所以 f(x,y)= fY|X(y|x)fX(x)（类似于乘法定理） 

※这里要把 fY|X(y|x)和 fX(x)的非 0 区间合并，其它区域联合密度为 0 
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f(x,y)= 








−
其它,0

10,
1

1
yx

x ， 

于是 fY(y)＝ 


−
dxyxf ),( ＝







−−=

−
其它,0

10),1ln(
1

1

0
yydx

x

y

 

 

第三部分：相互独立的随机变量（20 分钟） 

本节学习两个随机变量相互独立的重要概念，通过两个事件的独立性来研究 

定义： 设 F(x,y)及 FX(x)和 FY(y)分别是二维随机变量(X,Y)的分布函数及边缘分布函数，

若对于所有 x,y 有 

              P{X≤x,Y≤y}＝P{X≤x}P{Y≤y}， 

即     F(x,y)＝FX(x)FY(y) 

则称随机变量 X 和 Y 是相互独立的。 

对于连续型随机变量(X,Y)，f(x,y)及 fX(x)和 fY(y)分别为其概率密度和边缘概率密度：   

X 和 Y 相互独立的条件等价于 f(x,y)＝fX(x)fY(y)几乎处处成立 

    几乎处处成立的意义是，除去平面上面积为 0 的集合(点，线)以外，处处成立 

对于离散型随机变量(X,Y)， 

X 和 Y 相互独立的条件等价于 P{X＝xi,Y＝yj}＝P{X＝xi}P{Y＝yj}对于 X 和 Y 的所有可

能取值(xi,yj)都成立，或记为 pij＝p i•p•j，i，j＝1，2，… 

※在实际中，考察两个随机变量的独立性往往用概率密度和分布律的定义比较方便 

二维正态随机变量(X,Y)的独立性问题 

此时(X,Y)～N(μ1，μ2，σ1
2，σ2

2，ρ) 

 f(x,y)＝ 









 −
+

−−
−

−

−

−

−

2
2

2
2

21

21

2
1

2
1

2

)())((
2

)(

)1(2

1

2

21 12

1 
















yyxx

e ，－∞<x<∞,－∞<y<∞。 

    而前面已经证明：X～N(μ1，σ1
2)，Y～N(μ2，σ2

2) 

对任意的 x,y 有 fX(x)fY(y)＝ 









 −
+

−−
2
2

2
2

2
1

2
1 )()(

2

1

212

1 









yx

e  

∴有如下结论： 

1°当 ρ＝0 时，f(x,y)＝fX(x)fY(y)处处成立，X 和 Y 相互独立 

2°若 X 和 Y 相互独立，则由于 f(x,y)及 fX(x)和 fY(y)是连续函数，对任意的 x,y 有 f(x,y)

＝fX(x)fY(y)，不妨令 x＝μ1,y＝μ2 代入等式有
2

21 12

1

 −
＝

212

1


，即 ρ＝0。 

综上：对于二维正态随机变量(X,Y)，X 和 Y相互独立的充要条件是参数 ρ＝0 

在第二节的例 1 中，F 和 D 由于 P{D=1,F=0}=1/10  P{D=1}P{F=0}因而不是相
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互独立的 

例：一负责人到达办公室的时间均匀分布在 8～12 时之间， 

他的秘书到达办公室的时间均匀分布在 7～9 时之间，设两人到达的时间相互独

立，求他们到达办公室的时间相差不超过 5 分钟＝1/12 小时的概率 

解：设 X 和 Y 分别是负责人和他的秘书到达办公室的时间，则相应的概率密度： 

fX(x)＝


 

其它,0

128,4/1 x
，fY(y)＝



 

其它,0

97,2/1 y
，求 P{|X－Y|≤1/12} 

先求联合概率密度 f(x,y) 

由于二者独立，f(x,y)＝fX(x)fY(y)＝


 

其它,0

97,128),2/1)(4/1( yx
 

为求概率首先画出区域|y－x|≤1/12 

xO

y

8 10 12

7

9 A

B′

C′

B

C

 

概率密度函数与区域|y－x|≤1/12 的公共部分 G 是四边形 BCC′B′仅当 X 和 Y 的取值落

在区域 G 内时，相差不超过 1/12 小时，于是 

P{|X－Y|≤1/12}＝ 
G

dxdyyxf ),( =1/8×(G 的面积)   （由于 f(x,y)是均匀分布） 

                           ＝1/8×(ΔABC 的面积－ΔAB′C′的面积) 

                           =1/8×[1/2(1+1/12)2－1/2(1－1/12)2]=1/48 

 

第三部分：推广到 n 维（10 分钟） 

推广到 n 维： 

①分布函数 

n 维随机变量(X1,X2, …,Xn)的分布函数定义为，对于 n 个任意实数 x1，x2，…xn，n 元

函数： 

    F(x1，x2，…xn)=P{ X1≤x1,X2≤x2, …,Xn≤xn}称为 n 元随机变量(X1,X2, …,Xn)的分布函数。 

②概率密度 

若存在非负函数 f(x1,x2,…,xn)，对于任意实数 x1，x2，…xn，有 

F(x1，x2，…xn)= n

x x x

n dxdxxdxxxf
n n n

 2121

1

),,,(  − − −

−
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称 f(x1,x2,…,xn)为 n 元随机变量(X1,X2, …,Xn)的概率密度函数。 

③边缘分布函数 

n 元随机变量(X1,X2, …,Xn)的分布函数为 F(x1，x2，…xn)已知，则(X1,X2, …,Xn)的 k 维边

缘分布函数就随之确定。如： 

关于 Xi 的边缘分布函数为：FXi(∞…∞,xi, ∞…∞) 

关于 Xi, Xj 的边缘分布函数为：FXi,Xj(∞…∞,xi, ∞…∞,xj, ∞…∞) 

④边缘概率密度函数 

若 f(x1,x2,…,xn)是(X1,X2, …,Xn)的概率密度，则 

关于 Xi 的边缘概率密度 fXi(xi)＝ niin dxdxdxxdxxxf  11121 ),,,( +−



−



−



−     

关于 Xi, Xj 的边缘概率密度 

fXi,Xj(xi, xj)＝ njjiin dxdxdxdxdxxdxxxf  1111121 ),,,( +−+−



−



−



−    

⑤独立性 

若对于所有的实数 x1，x2，…xn 有 F(x1，x2，…xn)= FX1(x1)FX2(x2)…FXn(xn) 

则称 X1,X2, …,Xn 相互独立。 

⑥独立性 2 

若对于所有的实数 x1，x2，…xm，y1，y2，…yn 有 

F(x1，x2，…xm，y1，y2，…yn)＝F1(x1，x2，…xm) F2(y1，y2，…yn)，其中 F1，F2， F 依

次为随机变量(X1,X2, …,Xm)，(Y1,Y2, …,Yn)和(X1,X2, …,Xn ,Y1,Y2, …,Yn)的分布函数，则称

随机变量(X1,X2, …,Xm)和(Y1,Y2, …,Yn)是相互独立的。 

定理： 

设(X1,X2, …,Xm)和(Y1,Y2, …,Yn)相互独立，则 Xi(i=1,2,…,m)和 Yj(j=1,2,…,n)相互独立。又

若 h，g 是连续函数，则 h(X1,X2, …,Xm)和 g(Y1,Y2, …,Yn)相互独立。 

证明：对于第一个命题，通过分布函数和边缘分布函数的关系可证明 

FXi,(xi)=FXi(∞…∞,xi, ∞…∞)，… 

由 F(x1，x2，…xn，y1，y2，…yn)＝F1(x1，x2，…xm) F2(y1，y2，…yn)易于得出边缘分布

函数满足 FXi,Yj(xi, yj)= FXi,(xi)FYj(yj) 

      对于第二个命题，令 Z1=h(X1,X2, …,Xm)，Z2=g(Y1,Y2, …,Yn) 

     F(z1，z2)＝P{ Z1≤z1, Z2≤z2}= P{h(X1,X2, …,Xm)≤z1, g(Y1,Y2, …,Yn)≤z2} 

            = P{(X1,X2, …,Xm)G1, (Y1,Y2, …,Yn) G2} 

这是关于随机变量(X1,X2, …,Xm)和随机变量(Y1,Y2, …,Yn)的概率表达式 

由于二者独立＝P{(X1,X2, …,Xm) G1}P{(Y1,Y2, …,Yn) G2} 

            ＝P{h(X1,X2, …,Xm)≤z1}P{g(Y1,Y2, …,Yn)≤z2} 

            ＝P{Z1≤z1}P{Z2≤z2}＝FZ1(z1)FZ2(z2) 
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多维随机变量的研究中，一般从多维分布函数，概率密度，分布律出发来求得边

缘，条件分布。 

课后作业 p85：11,13,14,15,17,18,20；数值实验作业、其它要求 

课后小结 

以下几个方面应该着重强调： 

1. 二维连续型随机变量在单点的条件概率和某一个范围内的条件概率计算

方法不同； 

2. 多个独立性判定条件之间的关系，以及在后续章节还会有新的判定条件加

入。 
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《概率论与数理统计》课程教案 

主讲教师__________       所在单位______________ 

授课班级____________  专业_____________________  撰写时间_________________ 

教案编号 10-0302 教案内容 3.5 两个随机变量的函数的分布 学时 2 

教学目标 基本要求 

（1）会求两个随机变量的简单函数（如两个随机变量线性组合函数、相互独

立的 n 个随机变量最大值函数和最小值函数）的分布。 

（2）两个随机变量商的概率密度函数可以不讲。 

 能力要求 

1. 培养能力要求： 

a) 掌握概率论和数理统计中的基本概念和性质并能够运用到复杂工程

问题的适当表述之中； 

b) 能够针对工程应用系统或过程的特点选择合适的概率分布来描述随

机现象的统计规律性； 

教学重点 
二维随机变量的函数求解的一般方法 

两个随机变量的线性组合、多个随机变量的最值的求解 

教学难点 两个随机变量的线性组合 

教学方法 提问、讲授、启发、讨论 

工具仪器 多媒体教具、教材、教案、教学课件、考勤表、平时成绩登记表 

教学安排 考勤、复习相关知识点、新课内容概述、组织教学、布置作业、课后小结 

教学过程 教学组织、具体教学内容及教学方法、手段、时间分配及其它说明 备注 

第一部分：旧知识点复习和新课内容概述（5 分钟） 

在上一节中，我们主要学习了条件分布和独立性： 

尤其是连续随机变量的条件概率，在解决取单点值条件下的概率分布问题的描

述本节我们将重点讨论两个随机变量的函数分布的求解问题： 

 

第二部分：二维随机变量的条件分布（55 分钟） 

§5 两个随机变量的函数的分布 

类似于一个随机变量的函数的分布，讨论两个随机变量的函数的分布 

本节只讨论两种特殊的情形，并且给出一个相对一般的解题过程 

在第二章第 5 节给出了一个步骤： 

1°先写出 Y的分布函数定义式：FY(y)＝P{Y≤y} 

   由 Y=g(X)确定 Y 的取值范围，当 y 不在值域范围内时单独讨论，如 a<Y<b 

板书，

回顾 
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   则当 y<a 时 FY(y)＝0，y>b 时 FY(y)＝1，当 a<Y<b 时继续 

2°将 Y=g(X)代入上式             ＝P{g(X)≤y} 

3°由 g(X)≤y 求解 X 的范围         ＝P{X|g(X)≤y} 表示为 y 的形式 

4°由 X的分布函数 FX(x)表示以上概率，得到关于 y 的表达式 FY(y) 

5°求导得 fY(y)＝dF(y)/dy 

只需将其中的函数由一元换成二元即可 

(一) Z=X+Y 

已知随机变量(X,Y)概率密度函数为 f(x,y)，求 fZ(z)

xO

y

y=z-x

 

解：FZ(z)＝P{Z≤z} 

确定积分区域和由函数 g(x,y)确定的 z 的取值范围，在本题中 z 取值未受 g 的限

制，所以 ＝P{X+Y≤z}= 
+ zyx

dxdyyxf ),(  

积分区间是图中阴影部分区域 

         ＝  


−

−

−

yz

dxdyyxf ),(  

固定 z 和 y，对积分 
−

−

yz

dxyxf ),( 做变量代换，令 x＝u－y，则 dx=du，u 的积分

区间为－∞到 z 

FZ(z)＝  


−

−

−

yz

dxdyyxf ),( ＝  


− −
−

z

dudyyyuf ),( ＝  −



−
−

z

dudyyyuf ]),([  

因此 fZ(z)＝dFZ(z)/dz＝ 


−
− dyyyzf ),( ， 

由对称性，也有 fZ(z)＝ 


−
− dxxzxf ),(  

当两个随机变量独立时： 

设 X 和 Y 的边缘概率密度分别为 fX(x)，fY(y) 

则前式分别化为 fZ(z)＝ 


−
− dyyfyzf YX )()(  

fZ(z)＝ 


−
− dxxzfxf YX )()(  

称为卷积公式，记为 fX*fY＝ 


−
− dyyfyzf YX )()( = 



−
− dxxzfxf YX )()(  

例 1：正态随机变量的线性组合问题 

设 X 和 Y 相互独立，都服从 N(0,1)标准正态分布，求 Z=X+Y 的概率密度 
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解：X 和 Y 独立，且 Z＝X＋Y 由卷积公式有： 

fZ(z)＝fX*fY＝ 


−
− dxxzfxf YX )()( ＝ 



−

−
−−

dxee

xzx

2

)(

2

22

2

1


＝ 



−

−+−

dxe

z
xx

2

2
2

2

1


 

－x2＋x－z2/2=－[((x－z)/2)2+z2/4]    ＝ 


−

−−
−

dxee zx

z
2

2

)2/(4

2

1


 

令 t＝(x－z)/2，                   ＝ 


−

−
−

dtee t

z
2

2

4

2

1


＝ 


4

2

2

1
z

e
−

 

                                ＝
2

2

)2(2

22

1
z

e
−


      －∞<z<∞ 

所以 Z～N(0,2)＝N(0＋0,1＋1)＝N(0, 2)2( ) 

可以证明： 

1°m 个标准正态分布的随机变量之和(Z)的分布仍然服从正态分布 Z～N(0,m) 

2°一般，如果 X 和 Y 相互独立且 X～N(μ1，σ1
2)， Y～N(μ2，σ2

2)，则有 

   Z＝X＋Y～N(μ1＋μ2，σ1
2＋σ2

2) 

3°以上结论推广到 n 个相互独立的正态随机变量之和也成立 

   Xi～N(μi，σi
2)，i＝1，…，n， 

Z=X1+X2+,…,+Xn～N(μ1＋μ2＋…+μn，σ1
2＋σ2

2＋…+σn
2) 

4°更一般的有限个相互独立的正态随机变量的线性组合仍然服从正态分布 

  Z=a1X1+ a2X2+,…,+ anXn～N(a1μ1＋a2μ2＋…+anμn，(a1σ1)2＋(a2σ2)2＋…+(anσn)2) 

例 2：在一简单电路中，两电阻 R1和 R2串联，设 R1和 R2相互独立，它们的概率密

度为 f(x)=








−

其它,0

100,
50

10
x

x

求总电阻 R=R1＋R2 的概率密度 

易知 fR(z)＝fX*fY＝ 


−
− dxxzfxf YX )()(  

1， 函数 g 为线性变换，不限制 z 的取值 

2， 求解被积函数不为 0 时的 x 的取值范围：注意谁是自变量 

由 fX(x)得 0<x<10   再由 fY(y)得 0<z－x<10，联立式得 x 得取值范围为 

0<x<10 

z－10<x< z  

3，这样为合并两式必须对 z 的取值进行讨论，可借助数轴 

当 z<0 或 z>20 时，无交集，fR(z)=0 

当 0<z<10，有 0<x<z ，fR(z)=  −
z

YX dxxzfxf
0

)()(  
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当 10<z<20，有 z－10<x<10，fR(z)=  −
−

10

10
)()(

z
YX dxxzfxf  

4， 合并以上结果得 fR(z)＝

















−


+−

其它,0

2010,
15000

)20(

100,
15000

60600

3

32

z
z

z
zzz

 

例 3： 

本例不准备讲解，要求课后掌握本例，只介绍一个重要的概念 Г 函数 

Г(s)= 


−−

0

1 dxex xs ，s>0，这是一个广义积分，不可积 

重要的性质 Г(s＋1)=sГ(s)，Г(1/2)=  ，余元公式 Г(s) Г(1－s)＝π/sinsπ 

当 0<s<1 时，Г(s)的值可查表求得, 

Г 分布：X～Г(α,β) 

fX(x)=










−−

其它,0

0,
)(

1 /1 xex x 

   α>0,β>0 

Г 分布的可加性：X～Г(α1,β), Y～Г(α2,β)，X 和 Y 相互独立 

则 Z＝X+Y～Г(α1＋α2,β) 

(二)Z=Y/X 的分布、Z=XY 的分布 

设(X,Y)概率密度函数为 f(x,y)，则 Z=Y/X、Z=XY 仍为连续型随机变量，其概率密

度分别为 

fY/X(z)= 


−
dxxzxfx ),(|| ,        fXY(z)= 



−
dx

x

z
xf

x
),(

||

1
 

又若X和 Y独立，则 fY/X(z)= 


−
dxxzfxfx YX )()(|| ,  

fXY(z)= 


−
dx

x

z
fxf

x
YX )()(

||

1
 

证：Z=Y/X 的分布函数如图 

FY/X(z)= P{Y/X≤z}＝ 
 21

),(
GG

dxdyyxf  

＝   0,/
),(

xzxy
dydxyxf +   0,/

),(
xzxy

dydxyxf  

＝ dxdyyxf
zx −







0

),( + dxdyyxf
zx

 


− 





0
),(  
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xuy =令 dxduxuxxf
z −

−





0

),(  

+ dxduxuxxf
z

 


− 





0
),(  

＝ dxduxuxfx
z

 


− − 



 ),(|| ＝ dudxxuxfx

z

 −



− 



 ),(||  

由概率的定义式即得结果。 

fXY(z)可类似求出。 

(三)M=max{X,Y}及 N＝min{X,Y}的分布 

设 X 和 Y 是两个相互独立的随机变量，它们的分布函数分别为 FX(x)和 FY(y) 

求解 M 和 N 的分布 

对于 M 的分布： 

Fmax(m)＝P{M≤m}   由最大值特点 M≤m 等价于 X 和 Y 都不大于 m 

所以 Fmax(m)＝P{M≤m}＝P{X≤m, Y≤m } 

而 X 和 Y 相互独立   ＝P{X≤m}P{Y≤m} 

                    ＝FX(m)FY(m) 

即 Fmax(m)＝FX(m)FY(m) 

类似的对于 N 的分布： 

Fmin(n)＝P{N≤n}＝1－P{N>n} 最小值大于 n 等价于随机变量 X 和 Y 都大于 n  

＝1－P{X>n, Y>n}=1－P{X>n}P{Y>n} 

=1－[1－FX(n)][1－FY(n)]  

即 Fmin(n)=1－[1－FX(n)][1－FY(n)] 

推广到 n 个变量的最值分布： 

设 X1,X2, …,Xn 是 n 个相互独立的随机变量，它们的分布函数为 )( iX xF
i

，i＝1,2,… 

则 M=max(X1,X2, …,Xn)及 N=min(X1,X2, …,Xn)的分布函数分别为 

Fmax(z)＝FX1(z)FX2(z)…FXn(z) 

Fmin(z)=1－[1－FX1(z)][1－FX2(z)]…[1－FXn(z)] 

若 X1,X2, …,Xn 是 n 个相互独立且同分布的随机变量，具有相同的分布函数 F(x) 

Fmax(z)＝[F(z)]n 

Fmin(z)=1－[1－F(z)]n 

例 4：设系统 L 由两个相互独立的子系统 L1,L2 联接而成，联接方式分别为(i)串联(ii)

并联(iii)备用，设 L1,L2 的寿命分别为 X 和 Y，概率密度如下： 

fX(x)＝


 −

其它,0

0, xe x
 ，fY(y)＝



 −

其它,0

0, ye y
，α,β 均大于 0，且不相等. 
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X Y

L1 L2

串联

X

Y

L1

L2

并联

X

Y

L1

L2

备用
 

试分别就以上三种方式写出 L 的寿命 Z 的概率密度 

解：(i)串联：有一个损坏就停止工作 

Z=min(X,Y) 

由于 X 和 Y 工作独立， 

Fmin(z)=1－[1－FX(z)][1－FY(z)] 

而 FX(x)＝


 − −

其它,0

0,1 xe x

 ，FY(y)＝


 − −

其它,0

0,1 ye y

 

刚好 z>0 时两个函数非 0 

Fmin(z)＝


 − +−

其它,0

0,1 )( ze z

，所以 fmin(z)＝dFmin(z)/dz＝


 + +−

其它,0

0,)( )( ze z
 

(ii)并联：当且仅当两个都损坏时系统才停止工作 

Z=max(X,Y)， 

刚好 z>0 时两个函数非 0 

Fmax(z)＝FX(z)FY(z)＝


 −− −−

其它,0

0),1)(1( zee zz 

， 

所以 fmin(z)＝


 +−+ +−−−

其它,0

0,)( )( zeee zzz  
 

(iii)备用：L1 损坏后 L2 才开始工作，因此 

Z=X+Y 

fZ(z)＝fX*fY＝ 


−
− dxxzfxf YX )()(  

显然有 x>0,及 z－x>0，当 z>0 时，积分限为 0<x<z 

＝




 

−−−

其它,0

0,
0

)( zdxee
z

xzx  
=





 

−−−

其它,0

0,
0

)( zdxee
z

xz 
=







−

−

−−

其它,0

0],[ zee zz 





 

例：瑞利分布：通信中信号包络值受噪声和多经等效应的影响产生衰落，其衰落呈

现瑞利分布规律。 

设 X,Y 相互独立的随机变量，X 和 Y 都服从正态分布 N(0,σ2)，试验证随机变量 Z
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＝ 22 YX + 具有概率密度 

fZ(z)＝









−

其它,0

0,
2

2

2

2
ze

z
z



 ，称 Z 服从参数为 σ>0 的瑞利(Rayleigh)分布 

1° FZ(z)＝P{Z≤z} 

由 z＝g(x,y)，得到 z≥0。因此当 z<0 时 FZ(z)＝0 

当 z≥0 时 

2°FZ(z)＝P{Z≤z}＝P{ 22 YX + ≤z}＝P{(X,Y)∈G} 

这是二维随机变量(X,Y)落在区域 G： 22 YX + ≤z 中的概率 

为此 

3°先求二维随机变量的联合概率密度，由于 X 和 Y 相互独立 

立即有 f(x,y)= fX(x) fY(y)=
2

22

2

22

1




yx

e

+
−

，－∞<x<∞,－∞<y<∞ 

   这样 P{ 22 YX + ≤z}＝P{(X,Y)∈G}= 
+ zyxG

dxdyyxf
22:

),(  

   基于积分区域和 f(x,y)的函数特点，采用极坐标系求解 

   令 r＝ 22 yx + ，则 0<θ≤2π,dxdy=rdrdθ 代入 

得＝ 


−

zrG

r

rdrde
:

2

2

2

2

2

1



 ＝  

−







2

0
0

2

2

2

2

2

1z
r

rdred ＝2π×
02

1 2

2

2
z

e

r





−−
＝1－

2

2

2

z

e
−

 

4°求导得 fZ(z)＝









−

其它,0

0,
2

2

2

2
ze

z
z



  

 

(1) 本章小结(30 分钟) 
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二维随机变量 (X,Y):    X=X{e}, Y=Y{e}. X和Y之间存在相互关系

二维随机变量(X,Y)的分布主要讨论四种关系

1°  作为整体的联合分布

3°  X,Y之间的条件关系，条件分布

4°  X,Y之间的独立性

所有的分布律
和概率密度共
有的性质：非
负性、规范性

二维随机变量(X,Y)的函数的分布

2°  整体与分量的关系，边缘分布

X和Y的联合分布函数F(x,y)

F(x,y)=P{Xx,Yy}

x,y不减函数、右连续性

0F(x,y)1

落在矩形区域的概率

X和Y的联合分布律

P{X＝xi, Y＝yj}＝pij , i, j=1,2, ...  
 

=
xx yy

ij

i j

pyxF ),(

X和Y的联合概率密度 f(x,y)

 − −
=

y x

dudvvufyxF ),(),(

X的边缘分布函数FX(x)=F(x,)
Y的边缘分布函数FY(y)=F(,y)

X的边缘分布律 pi·

Y的边缘分布律 p·j

X的边缘概率密度fX(x) 

Y的边缘概率密度fY(y)




−
= dyyxfxf X ),()(




−
= dxyxfyfY ),()(

条件分布律 条件概率密度

三要素
作为条件的概率不为0时j或者y的取值范围
条件概率的表达式：联合/边缘
定义域i或x范围

分别用分布函数、分布律和概率密度来定义，两个随机向量的独立性

一般步骤：
同一维随机变量函数
的分布的求法

三种特殊情况

以设备寿命为例

备用

并联

串联

Z=X+Y

M=max{X，Y} 
X和Y相互独立

N=min{X，Y} 




−



−
−=−= dxxzxfdyyyzfzfZ ),(),()(




−



−
−=−== dxxzfxfdyyfyzfffzf YXYXYXZ )()()()()(X, Y独立

Fmax(z)=FX(z)FY(z)

Fmin(z)=1-[1-FX(z)][1-FY(z)]  

课后作业 P87：24,25,26,29,31,32,34,35,36；数值实验作业、其它要求 

课后小结 
以下几个方面应该着重强调： 

1. 两个随机变量线性组合、多个随机变量的最大值及最小值的求解。 
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