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《概率论与数理统计》课程教案 

主讲教师__________       所在单位______________ 

授课班级____________  专业_____________________  撰写时间_________________ 

教案编号 04-0201 教案内容 2.1 随机变量 

2.2 离散型随机变量及其分布律 

学时 2 

教学目标 

基本要求 

（1）理解随机变量的概念，会用随机变量表示随机事件； 

（2）理解离散型随机变量及其概率分布的概念，会求离散型随机变量的分布律，

能表述常见的离散型随机变量的分布律：两点分布、二项分布及泊松分布； 

能力要求 

1. 培养能力要求： 

a) 掌握概率论和数理统计中的基本概念和性质并能够运用到复杂工程问

题的适当表述之中； 

b) 能够针对工程应用系统或过程的特点选择合适的概率分布来描述随机

现象的统计规律性； 

教学重点 随机变量的概念；离散型随机变量及其分布律（分布列）的概念； 

教学难点 离散型随机变量的分布律的求解 

教学方法 提问、讲授、启发、讨论 

工具仪器 多媒体教具、教材、教案、教学课件、考勤表、平时成绩登记表 

教学安排 考勤、复习相关知识点、新课内容概述、组织教学、布置作业、课后小结 

教学过程 教学组织、具体教学内容及教学方法、手段、时间分配及其它说明 备 注 

第一部分：旧知识点复习和新课内容概述(10 分钟) 

随机变量的引入： 

为全面研究随机试验的结果, 揭示随机现象的统计规律性, 需将随机试验的结

果数量化，即把随机试验的结果与实数对应起来.1.在有些随机试验中, 试验的结果

本身就由数量来表示. 2.在另一些随机试验中, 试验结果看起来与数量无关,但可以

指定一个数量来表示之. 

 

第二部分：随机变量的概念（35 分钟） 

一、随机变量的定义： 

设随机试验的样本空间为 )(eXS = , 称定义在样本空间 S 上的实值单值函数

)(eXX = 为随机变量. 
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二、随机变量与数学分析中函数的比较: 

(1) 都是实值函数,但前者在试验前只知道它可能取值的范围,而不能预先肯定

它将取哪个值; 

(2) 试验结果的出现有一定的概率,故前者取每个值和每个确定范围内的值也有

一定的概率. 

三、引入随机变量的意义 

随机变量的引入,使得随机试验中的各种事件可通过随机变量的关系式表达出

来. 由此可见,随机事件这个概念实际上是包容在随机变量这个更广的概念内.也可

以说,随机事件是从静态的观点来研究随机现象,而随机变量则以动态的观点来研究

之.其关系类似高等数学中常量与变量的关系.  随机变量概念的产生是概率论发展

史上的重大事件. 引入随机变量后,对随机现象统计规律的研究,就由对事件及事件

概率的研究转化为随机变量及其取值规律的研究,使人们可利用数学分析的方法对随

机试验的结果进行广泛而深入的研究. 

随机变量因其取值方式不同, 通常分为离散型和非离散型两类. 而非非离散型

随机变量中最重要的是连续型随机变量. 今后，我们主要讨论离散型随机变量和连续

型随机变量. 

四、例题： 

例 1  在抛掷一枚硬币进行打赌时, 若规定出现正面时抛掷者赢 1 元钱, 出现反面时

输 1 元钱, 则其样本空间为 =S {正面, 反面},记赢钱数为随机变量 X , 则 X 作为样

本空间 S 的实值函数定义为： 





=−

=
=

.,1

,,1
)(

反面

正面

e

e
eX  

例 2 在将一枚硬币抛掷三次, 观察正面 H 、反面T 出现情况的试验中, 其样本空间 

};,,,,,,,{ TTTTTHTHTHTTTHHHTHHHTHHHS =  

记每次试验出现正面 H 的总次数为随机变量 X , .}3,2,1,0{的可能取值为那么，X 则 X

作为样本空间 S 上的函数定义为： 

X =


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例 3  在测试灯泡寿命的试验中, 每一个灯泡的实际使用寿命可能是 ),0[ + 中任何一

个实数, 若用 X 表示灯泡的寿命（小时），则 X 是定义在样本空间 }0|{ = ttS 上的函数，

即 ttXX == )( ，是随机变量. 
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第三部分：离散型随机变量及其分布函数（40 分钟） 

一、离散型随机变量及概率分布律的定义： 

1.  离散型随机变量的定义： 

若随机变量 X 的全部可能取值为有限个或可列无穷多个，则称随机变量 X 为离散

型随机变量。 

2.  离散型随机变量概率分布律的定义： 

    设离散型随机变量 X 的所有可能取值为 ),2,1( =ixi , 称 ,2,1,}{ === ipxXP ii  

为 X 的概率分布或分布律。 

常用表格形式来表示 X 的概率分布:  





ni

n

pppp

xxxX

21

21  

3. 例  在将一枚硬币抛掷三次, 观察正面 H 、反面T 出现情况的试验中, 其样本空

间 };,,,,,,,{ TTTTTHTHTHTTTHHHTHHHTHHHS = 记每次试验出现正面 H 的总次数为随

机变量 X , .}3,2,1,0{的可能取值为那么，X 则 X 作为样本空间 S 上的函数定义为： 

X =
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概率密度函数的性质： 

1º 非负性： 0)( ixp ； 

2º 规范性： 1)(
1

=


=i

ixp  

例 1  一汽车在开往目的地的道路上需要经过四组信号灯的概率题设一汽车在开往目

的地的道路上需经过四组信号灯，这组信号灯以 p的概率允许或者禁止汽车通过.以 X

表示汽车首次停下时,它已通过的信号灯的组数（设各组信号灯的工作是相互独立

的）,求 X的分布律? 
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二、常见离散型随机变量的概率分布律： 

1. 两点分布 

如果 X 的分布律为： xx ppxXP −−= 1)1()( ，   .1,0=x  

概率分布列为： 

X  0      1   

kp  p−1    p  

则称 X 服从两点分布（或 10 − 分布）。记作： X ～ ),1( pb 。 

 

2. 二项分布 

若 X 的概率分布为 

 knkk
n qpCkXP −== ，  （ nk ，，，， 210= ） 

其中 1,10 =+ qpp ，则称 X 服从参数为 ,n p 的二项分布. 记作： X ～ ),( pnb . 

特别，当 1=n 时，二项分布为  kkqpkXP −== 1   （ 1   0，=k ）就化为 0—1分布。

可见 0—1分布是二项分布的特殊情形。 

显然： ,1)]1([)1(
0

=−+=− −

=

 nknk
n

k

k

n ppppC  其中： knk
n

k

k

n ppC −

=

− )1(
0

恰是二项式

npp )]1([ −+ 的展开式中的第 1+k 限.且 X 描述的是 n重伯努利试验中事件 A 发生的

次数 X 的分布. 

例 2  按规定，某种型号的电子元件的使用寿命超过 1500小时的为一级品。已知某一

大批该产品的一级品率为 0.2，现从中随机抽取 20 只，问 20 只样品中恰有 k只为一

级品的概率是多少？ 

例 3  某人进行射击,设每次射击的命中率为 0.02,独立射击 400 次,试求至少击中两

次的概率。 

例 4  设有 80台同类型设备各台工作是相互独立的，发生故障的概率都是 0.01，且

一台设备的故障能由一个人处理，考虑两种配备维修工人的方法，其一是由 4 人维

护，每人负责 20台;其二是由 3人共同维护 80台，试比较这两种方法在设备发生故

障时不能及时维修的概率大小。 

3. 泊松分布 （1837年法国数学家泊松（1781-1840）提出） 

若随机变量 X 的分布列为： 

,
!

)(  −== e
k

kXP
k

   （ ，，，， 3210=k ）    

则称 X 服从参数为 的泊松分布. X ～ ),(P 或 X ～ )( . 
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二项分布的泊松近似 

定理 2.4.1（泊松定理）在 n重贝努利试验中，记事件 A 在一次试验中发生的

概率为 np （与试验次数n有关），若当 +→n 时，有 →nnp ，则 

 −

+→

=−− e
k

knppC
k

n

k

n

k

n
n !

)1(lim . 

（证明略） 

泊松定理是在 →nnp 条件下获得的故在计算二项分布 ),( pnb 时，当 +→n ，

p 0→ ，而 np= 适中时，可用泊松分布作近似. 

  knkk

n ppC −− )1( ,
!

)( np
k

e
k

np −    ,....2,1,0=k       （2.4.5） 

且 n越大， p 越小，近似程度越高. 

例 5  计算机硬件公司制造某种特殊型号的微型芯片,次品率达 0.1%,各芯片成为次

品相对独立,求在 1000只产品中至少有 2 只次品的概率. 记产以X 品中的次品数,         

).001.0,1000(~ bX  

第四部分：总结离散型的概率分布率(5 分钟) 

一、设离散型随机变量 X 的所有可能取值为 ),2,1( =ixi , 称 ,2,1,}{ === ipxXP ii  

为 X 的概率分布或分布律。 

常用表格形式来表示 X 的概率分布:  





ni

n

pppp

xxxX

21

21  

二、泊松分布 （1837年法国数学家泊松（1781-1840）提出） 

若随机变量 X 的分布列为： 

,
!

)(  −== e
k

kXP
k

   （ ，，，， 3210=k ）    

则称 X 服从参数为 的泊松分布. X ～ ),(P 或 X ～ )( . 
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1. 随机变量的定义 
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2. 离散型随机变量的分布律如何确定 

3. 泊松定理的证明 
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《概率论与数理统计》课程教案 

主讲教师__________       所在单位______________ 

授课班级____________  专业_____________________  撰写时间_________________ 

教案编号 05-0202 教案内容 2.3 随机变量的分布函数 

2.4 连续型随机变量及其概率密度 

学时 2 

教学目标 

基本要求 

（1）熟练掌握随机变量分布函数的概念和性质，会求随机变量的分布函数； 

（2）理解连续型随机变量的概率密度函数的概念及性质，会用连续型随机变量

的概率密度函数计算某些随机事件的概率. 

能力要求 

1. 培养能力要求： 

a) 掌握概率论和数理统计中的基本概念和性质并能够运用到复杂工程问

题的适当表述之中； 

b) 能够针对工程应用系统或过程的特点选择合适的概率分布来描述随机

现象的统计规律性； 

教学重点 分布函数的概念；连续型随机变量及其概率密度的概念； 

教学难点 概率密度与分布函数的关系，分布函数与密度函数的性质 

教学方法 提问、讲授、启发、讨论 

工具仪器 多媒体教具、教材、教案、教学课件、考勤表、平时成绩登记表 

教学安排 考勤、复习相关知识点、新课内容概述、组织教学、布置作业、课后小结 

教学过程 教学组织、具体教学内容及教学方法、手段、时间分配及其它说明 备 注 

第一部分：旧知识点复习和新课内容概述(10 分钟) 

上一次课我们学习了离散型随机变量的分布律问题，但对于非离散型随机变量X，

由于其可能取值不能一个一个的列举而无法用分布律来描述 

另外，所遇到的非离散型随机变量通常取任一指定的实数值的概率都等于 0，下

一节具体学习。这也就是第一章提到的概率为 0 的事件不一定为空集的情况 

实际问题中有很多此类变量：误差 ε，元件寿命 T 等. 

对于此类问题，主要研究随机变量取值落在某一个区间的概率，即： 

P{x1<X≤x2}= P{ X≤x2}－P{X≤x1} 物理意义 

问题变为计算 P{ X≤x2}及 P{ X≤x1}，于是引入分布函数的概念。 

 

第二部分：随机变量的分布函数（35 分钟） 

分布函数定义： 

设 X 是一个随机变量，x 是任意实数，函数 
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       F(x)=P{X≤x}，-<x< 

称为 X 的分布函数。 

左开右闭区间上的概率： 

对于任意实数 x1，x2 (x1<x2)，有 

P{x1<X≤x2}= P{ X≤x2}－P{X≤x1}＝F(x2)－F(x1) 

∴已知分布函数，就可以计算出 x 落在任意区间(x1，x2]上的概率，分布函数完整

地描述了随机变量的统计规律性。 

分布函数的物理意义： 

将 X 看成是数轴上的随机点的坐标，那么，分布函数 F(x)在 x 处的函数值就表示

X 落在(－∞，x]上的概率。 

x
 

分布函数具有以下基本性质 

1°F(x)是一个不减函数 

   对任意实数 x1，x2 (x1<x2)，有 F(x2)－F(x1)＝P{x1<X≤x2}0 

2°0F(x)1 且 F(－∞)＝ )(lim xF
x −→

＝0，F(∞)＝ )(lim xF
x →

＝1 

   仅从物理意义上加以说明：当 x 趋于－∞时，即区间端点沿 x 轴无限左移，{X<x}

逐渐趋于不可能事件，从而其概率趋于 0，即有 F(－∞)＝0；反之，若点 x 无限右移，

则{X<x}趋于必然事件，从而概率趋于 1，即有 F(∞)＝1 

3°F(x+0)=F(x) 即 F(x)为右连续的 

   F(x)在点 x 处的右极限等于点 x 处的函数值，即 F(x)是右连续的。 

例 1：随机变量的分布律用分布函数来表示 

设随机变量 X 的分布律为 

  X    －1   2    3 

pk    1/4   1/2  1/4   

求 X 的分布函数，并求 P{X≤1/2}，P{3/2<X≤5/2}，P{2≤X≤3} 

解：随机变量落在－1，2，3 三个点上的概率为非 0，落在其它点上为不可能事件，

因此有 
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即 F(x)=


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−

3,1

32,2/14/1

21,4/1

1,0

x

x

x

x

 

※ 1 概率函数与普通的代数函数不同之处在于物理意义不同，前者自变量是随机变

量 X 的取值落在(－∞，x]区间上的概率 

※ 2 求分布函数，一定要讨论区间(－∞，∞)上的所有情况 

※ 3 F(x)的值即为所有x 的 X 取值中落在 xk处的概率 pk之和 

※ 4 F(x)的图形是一条阶梯形曲线，在 x＝－1，2，3 处有阶跃点，阶跃值分别为 1/4，

1/2，1/4 

¼
   

 ½
   

 ¾
   

 1

-1       O     1      2      3
 

※ 在阶跃点处，下面是空心，上面是实心，体现右连续性 

P{X≤1/2}＝F(1/2)=1/4  

P{3/2<X≤5/2}= F(5/2)－F(3/2)＝3/4－1/4＝1/2 

P{2≤X≤3}= F(3)－F(2)+ P{X=2}=1－3/4+1/2=3/4 注意区间左端的等号 

分布律用分布函数表示的一般方法： 

一般的，设离散型随机变量 X 的分布律为 

P{X=xk}=pk，k=1,2,… 

由概率的可列可加性得 X 的分布函数为 

   F(x)= P{ X≤x}＝


=
xx

k

k

xXP }{  

即 F(x)＝
xx

k

k

p  

这里和式是对所有满足 xkx 的 k 求和的，分布函数在点 x＝xk（k＝1，2，…）处有跳

跃，其跳跃值为 pk＝P{X=xk} 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

启发 

 

 

 

 

板书 

 

 

 

 

强调离

散型随

机变量

分布函

数右连

续在图

形上的

特点 

 

 

 



4                                           

例 2 一般随机变量的分布函数的求解方法 

一个靶子是半径 2 米的圆盘，设击中耙上任一同心圆盘上

的点的概率与该同心圆盘的面积成正比，并设射击都能中耙，

以 X 表示弹着点与圆心的距离，试求随机变量 X 的分布函数

F(x)＝P{Xx} 

解：分段讨论： 

1°当 x<0 时，{Xx }是不可能事件，F(x)＝0 

2°在圆盘上，0x2，由题意，P{0Xx}＝kπx2 

   当 x＝2 时由于假定每次射击都能中耙，有 P{0X2}＝1 

   ∴1＝kπ22 

即 kπ＝1/4 代入得 F(x)=P{X<0}+ P{0Xx}=0+(1/4)x2=(1/4)x2 

3°当 x>2 时，由题意{Xx }是必然事件，F(x)＝1。 

综上，F(x)是一个分段函数，具体为 

F(x)=
















2,1

20,
4

0,0
2

x

x
x

x

     

它的图形是一条连续曲线 

 

½
  

  
 1

O    1    2    3

F(x)

x
        

½
  

  
 1

O    1    2    3

f(x)

x
 

※注意区间端点的取值 

※注意对 x 的讨论一定要全，在（－∞，∞）上都要考虑 

※注意 x 是值，X 是随机变量 

现在对 F(x)求导数（不可导的点的导数设为 0） 

有








==

其它,0

20,
2

1

)(
)( xx

xf
dx

xdF
 

这样有 F(x)＝  

x

dttf
－

)( ，即 F(x)是非负函数 f(t)在区间(－∞，x]上的积分，f(t)即为下

一节要学习的概率密度函数，其中 X 是连续型。 

 

第三部分：连续型随机变量及概率密度的定义（40 分钟） 
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连续型随机变量及概率密度 定义：由例 2 

如果对于随机变量 X 的分布函数 F(x)，存在非负函数 f(x)，使对于任意实数 x 有 

F(x)＝  

x

dttf
－

)(  

则称 X 为连续型随机变量，其中函数 f(x)称为 X 的概率密度函数，简称概率密度 

※由数学分析的知识，连续型随机变量的分布函数是连续函数 

※在实际应用中遇到的基本上是离散和连续型随机变量 

概率密度函数的性质： 

1º 非负性：f(x)0. 由定义可知 

2º 规范性： 


−
== 1)()( Fdxxf  

1

xO

f(x)

    

1

xO

f(x)

x1 x2
 

曲线 y＝f(x)与 Ox轴之间的面积等于 1 

3º 对任意实数 x1，x2 (x1x2)，有 P{x1<X≤x2}＝F(x2)－F(x1)＝ 
2

1

)(
x

x
dxxf  

概率 P{x1<X≤x2}等于区间(x1,x2]上曲线 y＝f(x)之下的曲边梯形的面积 

4º 若 f(x)在点 x 处连续，则有 )()( xfxF =  

    （ 比右连续强，一般的是右连续） 

a) 线密度定义： 

由连续性定义，在连续点 x 处有 

f(x)＝
x

xFxxF

x 

−+
+→

)()(
lim

0
＝

x

xxXxP

x 

+
+→

}{
lim

0
 

这正好与物理学中的线密度的定义类似：随机点落在单位区间上概率的大小 

当∆x 充分小时，点 x 处的曲边梯形可近似为长∆x 高 f(x)的矩形。 

即 P{x<X≤x＋∆x }≈f(x)∆x，随机变量 X 落在(x，x＋∆x]的概率近似等于 f(x)∆x，忽

略了高阶无穷小。 

b) 对于连续型随机变量，单点概率为 0 

即若 X 为连续型随机变量，对任意的实数 a，有 P{X=a }=0 

证：显然有包含关系{X=a}{a－∆x<X≤a } 

∴0≤P{X=a }≤P{a－∆x<X≤a }=F(a)－F(a－∆x) 

而 F(x)是连续的，（也满足左连续）连续型随机变量的分布函数是连续的 

∴当∆x→0 时有 

0P{X=a}≤ 0)()())()((lim
0

=−=−−
→

aFaFaFxaF
x
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即 P{X=a}＝0 

要注意几点： 

   1°只有当 X 为连续型时，才一定有 P{X=a}＝0，否则不一定 

   2°尽管 P{X=a}＝0，但{X=a }不是不可能事件 

   3°连续型随机变量中区间的端点不影响概率值，即对以下概率不加区分 

      P{a<X≤b}＝P{a≤X≤b}＝P{a≤X<b}＝P{a<X<b} 

例：由分布函数求概率密度 

   设 F(x)＝














ex

exx

x

,1

1,ln

1,0

，求 f(x) 

解：先判断 F(x)在区间端点的连续性(是否有阶跃特性)，如果连续则直接对 F(x)进行

分段求导即可，由于连续型随机变量单点概率为 0，不可导的点可直接取右导数即可 

   f(x)＝
dx

xdF )(
＝















ex

ex
x

x

,0

1,
1

1,0

 ＝


 

其它,0

1,/1 exx
 

例 1：由概率密度求分布函数和概率 

设随机变量 X 具有概率密度 

   f(x)＝








−



其它,0

43,
2

2

30,

x
x

xkx

 

(1)确定常数 k；(2)求 F(x)；(3)求 P{1<X≤7/2 } 

解：(1)由规范性得  1＝  −+
4

3

3

0
)2/2( dxxkxdx ，解得 k＝1/6； (2)由定义 

 F(x)＝  

x

dttf
－

)( ＝















−+









4,1

43,)2/2(6/

30,6/

0,0

3

3

0

0

x

xdxxdxx

xdxx

x

x

x

＝















−+−





4,1

43,4/23

30,12/

0,0

2

2

x

xxx

xx

x

 

(3) P{1<X≤7/2 }＝F(7/2)－F(1)＝41/48 

或者用性质(3)在区间(1,7/2]上对 f(x)积分 

 

第四部分：总结离散型和连续型随机变量的概率分布(5 分钟) 

 

几种提法： 

X 的概率分布：是指分布函数 

X 为连续型时：是指概率密度 

PPT 

 

 

 

 

 

 

 

 

板书 
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X 为离散型时：是指分布律 

 

设离散型 r.v.X 的概率函数是 P{ X=xk } = pk  ,               k =1,2,3,… 

 

   F(x)= P{ X≤x}＝


=
xx

k

k

xXP }{  

即 F(x)＝
xx

k

k

p  

F(x) 为累积概率函数 

 

设连续型 r.v.X 的概率函数是 f(x) 

F(x)＝  

x

dttf
－

)(  

 

板书 

 

 

 

 

 

 

 

课后作业 P56：10，12，13， 17，21；数值实验作业、其它要求 

课后小结 

以下几个方面应该给出更为准确清晰的讲解 

1.分布函数的意义和性质 

2.离散型和连续型随机变量的分布函数如何确定 

3.连续型随机变量的概率密度性质 
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《概率论与数理统计》课程教案 

主讲教师__________       所在单位______________ 

授课班级____________  专业_____________________  撰写时间_________________ 

教案编号 06-0203 教案内容 2.4 连续型随机变量及其概率密度 学时 2 

教学目标 

基本要求 

（1）能写出常见的连续型随机变量的概率密度函数：均匀分布、指数分布、

正态分布，会求正态分布的概率； 

（2）清楚正态分布上 α分位点的含义和如何查表确定。 

能力要求 

1. 培养能力要求： 

a) 掌握概率论和数理统计中的基本概念和性质并能够运用到复杂工

程问题的适当表述之中； 

b) 能够针对工程应用系统或过程的特点选择合适的概率分布来描述

随机现象的统计规律性； 

教学重点 
连续型随机变量常见分布：均匀分布、指数分布和正态分布的几何特征；正态分布上 α分位点的

含义和如何查表确定。 

教学难点 连续型随机变量常见分布：均匀分布、指数分布和正态分布的参数内涵。 

教学方法 提问、讲授、启发、讨论 

工具仪器 多媒体教具、教材、教案、教学课件、考勤表、平时成绩登记表 

教学安排 考勤、复习相关知识点、新课内容概述、组织教学、布置作业、课后小结 

教学过程 教学组织、具体教学内容及教学方法、手段、时间分配及其它说明 备注 

上节课知识回顾 

 

 

第一部分：均匀分布 (20 分钟) 

设连续型随机变量 X 具有概率密度 

f(x)＝








−
其它,0

,
1

bxa
ab ， 

则称 x 在区间(a,b)上服从均匀分布.记为 X～U(a，b)。 

例子：电子和量子在一定能级上的运动轨迹 

概率密度的两个条件： 

非负性成立 f(x)0，且规范性： 


－
dttf )( ＝1 
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图像： 

xO

f(x)

a b

ab −

1

           
xO

F(x)

a b

1

 

※ 关于自变量范围：连续型随机变量的概率密度函数其自变量一定是在(－∞,∞)上都有定

义，在有些区间虽然函数值为 0，但是它是有意义的，表明随机变量 X 落在这些区间的

概率为 0，或不可能事件。 

※ 均匀分布的含义：代表一种等可能性，即 X 落在区间(a,b)中任意等长度的子区间内的

概率是等可能的，或者说 X 落在区间(a,b)中的概率只依赖于子区间长度而与子区间位

置无关。 

证：对任意长度为 l 的子区间(c,c＋l)，a≤c<c＋l≤b，有 

P{c<X<c＋l}= 
+lc

c
dtxf )( = 

+

−

lc

c
dt

ab

1
=

ab

l

−
 

X 的分布函数： 












−

−



==  

bx

bxa
ab

ax

ax

dttfxF
x

,1

,

,0

)()(
－

 

图像 F(x)为 f(x)的积分图像 

 

例 2： 设电阻值 R 是一个随机变量，均匀分布在 900Ω～1100Ω。求 R 的概率密度及 R 落

在 900Ω～1100Ω的概率。X～U(900，1100) 

解：首先由题意均匀分布，得到 R 的概率密度函数为 

f(r)＝








−
其它,0

1100900,
9001100

1
r

，∴P{950<R≤1050}= 
1050

950 200

1
dt ＝0.5 

第二部分：指数分布（25 分钟） 

 设连续型随机变量 X 的概率密度为 f(x)＝






−

其它,0

0,
1 / xe x 

 其中 θ>0 为常数，则称 X 服从参

数为 θ的指数分布。也叫负指数分布 

概率密度的两个条件： 

易知非负性成立 f(x)0，且规范性： 


－
dttf )( ＝1 

X 的分布函数： 
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F(x)＝  

x

dttf
－

)( ＝


 − −

其它,0

0,1 / xe x 

 

图像： 

xO

f(x)

1

1

2

3

2 3

2/1=

 

无记忆性： 

服从指数分布的 X 有如下性质：P{X>s+t|X>s}=P{X>t} 

证：P{X>s+t|X>s}＝P{X>s+t∩X>s}/P{X>s}=P{X>s+t}/P{X>s} 

                =[1－F(s+t)]/[1－F(s)] 

               ＝e
－(s+t)/θ/e

－s/θ= e
－t/θ 

               = P{X>t} 

含义：如果 X 是某一元件寿命，那么已知元件使用了 s 小时，它还能再使用 t 小时（即 s+t

小时）的条件概率，等于从开始使用时算起它至少能使用 t 小时的概率。即元件对它使用 s

小时没有记忆，符合这样数学模型的随机现象有很多。 

应用：排队论，可靠性理论 

这里的
1




= ，指数分布反映的是两次事件发生的时间间隔的分布形式，Possion 分布反映

的是单位时间内事件发生的次数的分布形式。第四章数学期望会更好地解释两者之间的关

系。 

 

第三部分：正态分布（40 分钟） 

在自然界中大量的随机现象服从或近似的服从正态分布 

 ――电子器件热噪声 

――误差 

――信道上的噪声等等 

――大量的随机因素的综合作用的结果，第五章将对此做进一步的学习 

定义：设连续型随机变量 X 的概率密度为 

      f(x)＝
2

2

2

)(

2

1






−
−

x

e ，－∞<x<∞ 

其中 μ，σ(σ>0)为常数，则称 X 服从参数为 μ，σ 的正态分布或高斯(Gauss)分布，记

为 X～N(μ，σ2) 
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※注意，第二个参数是平方的形式 

概率密度的两个条件： 

易知非负性成立 f(x)0， 

现在证：规范性： 


－
dxxf )( ＝1 

令 t＝(x－μ)/σ，有 dt=dx/σ，－∞<t<∞，代入得 




－
dxxf )( ＝ dxe

x




−

−
−

2

2

2

)(

2

1





＝ dte

t




−

−
2

2

2

1


 

记  I= dte

t




−

−
2

2

2

1


，则 I2= dte

t




−

−
2

2

2

1


due

u




−

−
2

2

2

1


＝  



−



−

+
−

dtdue

ut

2

22

2

1


 

利用极坐标系将它化成累次积分，dtdu =rdrdθ,0<r=(t2+u2)1/2<∞, 0<θ<2π得 

I2=  
 −




2

0 0

2

2

2

1
drdre

r

＝
2

1
2π＝1，即 I=1 

于是 dxe

x




−

−
−

2

2

2

)(

2

1





＝I=1 

μ，σ的含义在第四章介绍，它们分别是均值和方差的概念 

图像： 

xO

f(x)

μ
 

正态函数的性质：函数曲线的性质 

1°对称轴：曲线关于 x＝μ对称，对任意的 h>0 有 

P{μ－h<Xμ}=P{μ<Xμ+h } 

   函数的对称性即证明，对任意的 a 有 f(μ－a)= f(μ+a)，略。 

意义：X 落在关于 x＝μ对称的两个区间的概率相等 

对称轴平移，曲线形状不变。曲线 f(x)的位置完全由 μ决定，μ称为位置参数 

2°最大值：当 x＝μ时取到最大值 f(μ)=
2

1
 

   只需令 df(x)/dx=0，可解出 x＝μ时取得唯一极值 

意义：极大值与 σ有关，σ越小，最值越大，X 落在对称轴附近的概率越大，x 离 μ越远 f(x)

的值越小 
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xO

f(x)

μ

σ=0.5

σ=1.5

0.798

0.266

xO

F(x)

μ

1

0.5

 

3°拐点：上凸和下凹的分界点 

在 x＝μ±σ处曲线有拐点。可由 df(x)2/dx=0 解出。 

上凸部分增加得慢，下凹部分增加得快 

4°渐近线：y＝0（Ox 轴）为渐近线，无限接近但不相交 

   由于 0)(lim =
→

xf
x

，可得 

由以上性质可见 4 个特征基本描述了曲线的特征，f(x)的特征均由 μ，σ决定 

分布函数：不可积 

   F(x)＝  

x

dxxf
－

)( ＝ dxe
x

x

 −

−
−

2

2

2

)(

2

1





 

标准正态分布： 

当 μ＝0，σ＝1 时称 X 服从标准正态分布，其概率密度和分布函数分别用 φ(x)，Φ(x)，记做

X～N(0，12) 

φ(x)＝ 2

2

2

1
x

e
−


，－∞<x<∞，Φ(x)＝ dxe

x
x

 −

−
2

2

2

1


 

Φ(x)是超越积分，为此人们编制了一张 Φ(x)函数表，以供查用 

Φ(x)的性质：Φ(－x)＝1－Φ(x) 

Φ(－x)＝ due
x

u


−

−

−
2

2

2

1


，令 t＝－u，Φ(－x)＝ dte

x
t



−

− 2

2

2

1


＝ dte

x

t


 −

2

2

2

1


 

                                      ＝ dte

t




−

−
2

2

2

1


－ dte

x
t

 −

−
2

2

2

1


 

                                      ＝1－Φ(x) 

这样可以只作 x0 时的一半的表格 
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xO

f(x)

Φ(x)

 

对于一般的 X～N(μ，σ2)，如何计算其分布函数值呢？ 

正态分布随机变量的标准化：线性变换 

引理：若 X～N(μ，σ2)，则 Z=


−X
～N(0，1) 

随机变量 Z 是随机变量 X 的函数，更一般的情形留到第五节 

证：先由分布函数的含义，由 X 的分布函数求随机变量 Z 的分布函数 

F(z)=P{Zz}= P{


−X
z}＝P{Xμ+σz} 

由 X 的分布函数有     ＝ dte
z

t


+

−

−
−







2

2

2

)(

2

1
 

令


−t
＝u，则 dt＝σdu，积分换限，而由 t＝μ+σu，及 t 的范围，得出 u 的范围 

＝ due
z

u

 −

−
2

2

2

1


＝Φ(z) 

所以 Z=


−X
～N(0，1) 

对于一般的正态分布随机变量可表示为标准正态分布的形式 

于是若 X～N(μ，σ2)，则其分布函数 

F(x)=P{Xx}=P{


−X




−x
}=Φ(



−x
) 

而标准正态函数可查表求值 

对于任意的区间(x1,x2]，有 

P{x1<Xx2}= P{


−1x
<



−X




−2x
}=Φ(



−2x
)－Φ(



−1x
) 

例：设 X～N(1，4)，求 P{0<X1.6} 

解：μ＝1，σ＝2 

   P{0<X1.6}＝Φ((1.6－1)/2)－Φ((0－1)/2)＝Φ(0.3)－Φ(－0.5) 

查表及由标准正态分布函数的性质  ＝0.6179－[1－Φ(0.5)] 
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＝0.6179－1＋0.6915＝0.3094 

3σ准则：使得正态分布函数值的表只需要做到 0 到 3.9 即可，再大都近似为 1 

尽管正态变量 X～N(μ，σ2)的取值范围是(－∞,∞)，但 X 落在(μ－3σ，μ＋3σ)内几乎是

肯定的。 

xμ-σ μ+σμ μ+2σμ-2σμ-3σ μ+3σ
 

1σ: P{μ－σ<Xμ＋σ}＝Φ(1)－Φ(－1)＝0.6826 

2σ:P{μ－2σ<Xμ＋2σ}＝Φ(2)－Φ(－2)＝0.9544 

3σ:P{μ－3σ<Xμ＋3σ}＝Φ(3)－Φ(－3)＝0.9974 

例 3：正态分布随机变量 X～N(d，0.52) 

(1) 若 d＝90，求 X 小于 89 的概率 

(2) 若 X>80 的概率不低于 0.99，问 d 至少为多少？ 

解：(1)此时 X～N(90，0.52)，P{X<89}=P{(X－90)/0.5<(89-90)/0.5} 

          ＝Φ((89-90)/0.5)＝Φ(－2)＝1－Φ(2)＝1－0.9772＝0.0228 

    (2) 0.99P{X80}= P{(X－d)/0.5(80-d)/0.5}=1－Φ((80-d)/0.5) 

        即 Φ((80-d)/0.5)1－0.99=1－Φ(2.327)＝Φ(－2.327) 

以上用了反查表：由概率值求自变量取值，且变换为大于 0.5 的概率值才可查 

又由分布函数的不减性知 

    (80-d)/0.5－2.327，故需 d>81.1635 

关于上 α分位点： 

为了数理统计中的应用而引入 

设 X～N(0，1)，若 zα满足条件，P{Xzα}=α，0<α<1，则称点 zα为标准正态分布的上 α分

位点。性质：z1－α＝－zα 

x

α

zα
 

 

 

第四部分 总结三种常见连续型随机变量的分布形式（5 分钟） 
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                                                 期望      方差 

连续型：概率密度

均匀分布 X~U(a,b)

指数分布，无记忆性

正态分布 X~N(, 2
)

(a+b)/2        (b-a)
2
/12

                    2

                      2

事件发生的时间间隔

多种随机因素综合作用
 

图象特性

表达式

标准正态分布

1°  X~N(0，1)，j(x)概率密度函数

2°  分布函数F(x)＝1－F(－x)

3°  Z＝(X-)/~N(0，1)

4°  3准则

5°  上a分位点
 

 

 

PPT 

课后作业 P57：24，26，29 ；数值实验作业、其它要求 

课后小结 

以下几个方面应该给出更为准确清晰的讲解 

1.三种常见连续型随机变量的分布对应的概率密度图形，以及三种分布所对应的

含义及其应用背景； 

2.指数分布和 Possion 分布之间的关系； 

3.正态分布的分布函数查表以及上 α分位点的含义和如何查表确定。 
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《概率论与数理统计》课程教案 

主讲教师__________       所在单位______________ 

授课班级____________  专业_____________________  撰写时间_________________ 

教案编号 07-0204 教案内容 2.5 随机变量的函数的分布 学时 1 

教学目标 

基本要求 （1）理解随机变量函数的概念，掌握其分布函数的基本求法。 

能力要求 

1. 培养能力要求： 

a) 掌握概率论和数理统计中的基本概念和性质并能够运用到复杂工程问

题的适当表述之中； 

b) 能够针对工程应用系统或过程的特点选择合适的概率分布来描述随机

现象的统计规律性； 

教学重点 离散型随机变量函数分布的求解过程；连续型随机变量函数分布的求解过程。 

教学难点 连续型随机变量函数分布的求解过程。 

教学方法 提问、讲授、启发、讨论 

工具仪器 多媒体教具、教材、教案、教学课件、考勤表、平时成绩登记表 

教学安排 考勤、复习相关知识点、新课内容概述、组织教学、布置作业、课后小结 

教学过程 教学组织、具体教学内容及教学方法、手段、时间分配及其它说明 备 注 

第一部分：旧知识点复习和新课内容概述(2 分钟) 

在上一节的引理中已经接触过相关概念：即某一个随机变量可能是另一个随机变

量的函数。 

在实际应用中，某些人们关心的随机变量 Y 往往不能直接测量得到，而它可能是

某个能测量的随机变量的函数 X。 

比如我们有时很关心圆柱轴截面的面积 S，但无法直接获得，而我们能够获得圆

柱轴截面的直径 D，而随机变量 S 是随机变量 D 的函数，即 S=(1/4)πD2 

本节就是解决怎样由已知的随机变量 X 的概率分布求它的函数 Y=g(X)的概率分

布，其中 g(•)是连续函数 

我们通过例子来总结出一般的步骤 

 

第二部分：离散型随机变量函数的分布（10 分钟） 

例 1：设随机变量 X 具有以下的分布律，试求 Y=(X－1)2 的分布律 

X    －1   0   1    2 

pk    0.2  0.3  0.1  0.4 

解：首先获得 Y 的所有可能取值：0，1，4 
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求解各取值的概率 

P{Y=0}＝P{(X－1)2=0}= P{X=1}=0.1 

P{Y=1}＝P{(X－1)2=1}= P{(X=0}+P{X=2}=0.7 

P{Y=4}＝P{(X－1)2=4}= P{(X=－1}=0.2 

即得 Y 的分布律为 

Y     0    1   4 

pk    0.1  0.7  0.2 

对于离散型随机变量 

P{Y=yk}等于所有满足 yk＝g(X)的 X 的取值的概率之和。 

 

第三部分：连续型随机变量函数的分布（30 分钟） 

例 2：设随机变量 X 具有概率密度 

     fX(x)=


 

=
其它,0

40,8/
)(

xx
xf X ，求随机变量 Y=2X+8 的概率密度 

解：分别记 X,Y 的分布函数为 FX(x)，FY(y)，先求 FY(y) 

FY(y)＝P{Yy} 

将 Y=2X+8 代入      ＝P{2X＋8y} 

表示为关于 X 的概率  ＝P{X(y－8)/2} 

即                  ＝FX((y－8)/2) 

将 FY(y)关于 y 求导得 

  fY(y)＝dFY(y)/dy=dFX((y－8)/2)/dy = fX((y－8)/2) d ((y－8)/2)/dy 

     =


 −−

其它,0

42/)8(0),2/1](2/)8)[(8/1( yy
=


 −

其它,0

168,32/)8( yy
 

注意：代入时，如果 F(x)是分段函数，则 x 的取值范围用 g
－1(y)来代 

求解连续型随机变量 X 的函数 Y=g(X)的概率密度的一般步骤： 

已知 fX(x)，Y=g(X)，求 fY(y) 

1°先写出 Y 的分布函数定义式：FY(y)＝P{Yy} 

   由 Y=g(X)确定 Y 的值域，当 y 不在值域范围内时单独讨论 

2°将 Y=g(X)代入上式             ＝P{g(X)y} 

3°由 g(X)y 求解 X 的范围        ＝P{X|g(X)y} 表示为 y 的形式 

4°由 X 的分布函数 FX(x)表示以上概率，得到关于 y 的表达式 FY(y)，其中原自变量 x

用关于 y 的表达式来代。 

5°求导得 fY(y)＝dF(y)/dy 

例 3：设随机变量 X 具有概率密度 fX(x)，－∞<x<∞，求 Y=X2 的概率密度 

解：1°FY(y)＝P{Yy}，由 Y=X20，当 y0 时，FY(y)＝0 
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    2°代入 Y=X2 得 FY(y)＝P{Yy}＝P{ X2y} 

 3°                ＝P{－ y X y } 

 4°由 FX(x)得   FY(y)＝FX( y )－FX(－ y ) 

5°fY(y)＝dF(y)/dy＝










−+

0,0

0)]()([
2

1

y

yyfyf
y

XX ，
 

在 Y=g(X)，且 g(X)为严格单调函数时的一般结果： 

定理：设随机变量 X 具有概率密度 fX(x)，－∞<x<∞，又设函数 g(x)处处可导且恒有

g′(x)>0(或 g′(x)<0)，则 Y= g(X)是连续型随机变量，其概率密度为 

   fY(y)＝


 

=
其它,0

|,)(|)]([
)(

 yyhyhf
yf

X

Y  

其中 α＝min{g(－∞)，g(∞)}，β＝max{g(－∞)，g(∞)}，h(y)是 g(x)的反函数 

证：g′(x)>0 的情况 

    FY(y)＝P{Yy}＝P{g(X)y} 

   此时 g(x)为单调增函数，所以 h(y)也是单调增函数，且有 y 的取值范围为 

α＝g(－∞)yg(∞)＝β， 

因此当 yα时，FY(y)＝0 

    当 yβ时，FY(y)＝1 

当 αyβ时，FY(y)＝P{Yy}＝P{g(X)y} 

h(y)也是单调增函数         ＝P{Xh(y)}  

                           = FX(h(y)) 

求导 fY(y)＝dF(y)/dy＝dFX(h(y))/dy＝


 

其它,0

),()]([  yyhyhf X
 

g′(x)<0 的情况，此时 h′(y)<0 

P{g(X)y}=P{Xh(y)}=1－FX(h(y)) 

fY(y)＝dF(y)/dy＝d[1－FX(h(y))]/dy＝


 −

其它,0

)],()][([  yyhyhf X
 

两种情况合并即可得证 

※ 若 fX(x)在有限区间[a,b]以外等于 0，则只需假设在[a,b]上恒有 g′(x)>0(或 g′(x)<0)，

α＝min{g(a)，g(b)}，β＝max{g(a)，g(b)} 

例 4：正态分布的随机变量的线性变换问题 

已知随机变量 X～N(μ，σ2)，试证明 X 的线性函数 Y=aX+b(a≠0)也服从正态分布。 

证：X 的概率密度为 
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f(x)＝
2

2

2

)(

2

1






−
−

x

e ，－∞<x<∞ 

现在 y＝g(x)=ax+b，由这一式子解得 x＝h(y)=(y-b)/a，且有 h′(y)＝1/a 

显然 g(x)是严格单调的 

由定理有 

fY(y)＝


 

其它,0

|,)(|)]([  yyhyhf X ＝ )(
||

1

a

by
f

a
X

−
，－∞<y<∞ 

＝
2

2

2

)(

2

1

||

1






−
−

− a

by

e
a

＝
2

2

)(2

]([

2||

1 





a

aby

e
a

+−
−

，－∞<y<∞ 

所以有 

Y= aX+b～N(aμ＋b，(aσ)2) 

特别的当 a＝1/σ，b＝－μ/σ时，Y=(X－μ)/σ=～N(0，1) 

即上一节的引理的结果 

 

第四部分：总结离散型和连续型随机变量函数的分布求解过程（3 分钟） 

   对于离散型随机变量，其函数 Y=f(X)也是离散型随机变量，X 的分布率 P{X=xk}=pk,  

Y=f(X)的分布率 

Y=f(X) f(X1)   f(X1)    …  f(Xk) … 

pk P1     p2      …  pk  … 

若 f(Xk)中有值相同的，应将相应的 pk合并。 

  对于连续型随机变量，在求 Y= g (X) 的分布时，关键的一步是把事件 { g(X)≤ y } 

转化为 X 在一定范围内取值的形式，从而可以利用 X 的分布来求 P { g(X)≤ y }. 

 

 

 

 

 

 

 

 

重点 

 

 

 

 

 

 

 

PPT 

课后作业 P59：32，33，35，36，37；数值实验作业、其它要求 

课后小结 

以下几个方面应该给出更为准确清晰的讲解 

1.离散型随机变量函数分布的求解过程； 

2.连续型随机变量函数分布的求解过程。 
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