
第一节 数学期望

一、数学期望的概念

二、随机变量函数的数学期望

三、数学期望的性质

四、小结



引例1 分赌本问题(产生背景)

A, B  两人赌技相同,     

一、数学期望的概念

该如何分配才算公平?         

如果要分赌金,         不得不终止赌博,          

在 A 胜 2 局 B 胜1 局时,           外情况 ,           

由于出现意取得全部 200 元.           胜,         

并约定先胜三局者为金100元,     

各出赌



A 胜 2 局 B 胜 1 局前三局:           

后二局:           

把已赌过的三局(A 胜2局B 胜1局)与上述结果

相结合,           即 A、B 赌完五局,             

A A    A B           B A             B B             

A 胜 B 胜

分析 假设继续赌两局,则结果有以下四种情况: 

A A     A B             B A        B B            

A胜B负

A胜B负

A胜B负

B胜A负

B胜A负

A胜B负

B胜A负

B胜A负



因此, A 能“期望”得到的数目应为
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而B 能“期望”得到的数目, 则为
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200 + ).(50 元=

故有,              A, B 最终获胜的

可能性大小之比为 ,1:3

,
4

3
应获得赌金的即A .

4

1
只能获得赌金的而B

在赌技相同的情况下,                   



因而A期望所得的赌金即为X的 “期望”值,              

等于

X 的可能值与其概率之积的累加.                
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200 +

即为

若设随机变量 X 为:               

则X 所取可能值为: 200 0

其概率分别为:   
4

3

4

1

继续赌下去 A 最终所得的赌金.

= ).(150 元

在 A 胜2局B 胜1局的前提下,          



设某射击手在同样的条

引例2 射击问题

试问:               
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命中环数 k           

kn命中次数

n

nk频率

射中次数记录如下
(命中的环数是一个随机变量).            

件下,               瞄准靶子相继射击90次

该射手每次射击平均命中靶多少环?               
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解 平均射中环数
射击次数

射中靶的总环数
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设射手命中的环数为随机变量 Y .               
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随机波动 稳定值

“平均射中环数”的稳定值 ?=

“平均射中环数”等于

射中环数的可能值与其概率之积的累加



1. 离散型随机变量的数学期望
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的分布律为设离散型随机变量X
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,绝对收敛

数学期望,                  即



分赌本问题

A 期望所得的赌金即为 X  的数学期望

射击问题

“平均射中环数”应为随机变量Y 的数学期望
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而非变量,               

关于定义的几点说明

(1) E(X)是一个实数 ,         

(2) 级数的绝对收敛性保证了级数的和不

的平均值,              

求是因为数学期望是反映随机变量X 取可能值

随级数各项次序的改变而改变 ,            之所以这样要

它不应随可能值的排列次序而改变.            

称均值.              

现了随机变量 X  取可能值的真正的平均值 ,                    

加权平均,             

它是一种

它从本质上体与一般的平均值不同,                

也
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随机变量 X 的算术平均值为 ,5.1
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.98.198.0202.01)( =+=XE

它从本质上体现了随机变量X 取可能值的平均值.         

当随机变量 X 取各个可能值是等概率分布时 ,             

•

1
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X 21

02.0 98.0p

的期望值与算术平均值相等.                

X



例1             某医院当新生儿诞生时,             医生要根据婴儿的

皮肤颜色、肌肉弹性、反应的敏感性、心脏的搏

动等方面的情况进行评分,                 是一新生儿的得分X

个随机变量.          的分布律为据以往的资料表明X

.)(XEX的数学期望试求
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结果表明, 若考察医院出生的很多新生儿,          例

如1000个,             那么一个新生儿的平均得分约7.15分,               

1000个新生儿共得分7150分.              



例2 有两个相互独立工作的电子装置,           它们的寿

服从同一指数分布，命 )2,1( =kXk
其概率密度为
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若将这两个电子装置串联联接成整机,           求整机寿命

.)( 的数学期望以小时记 N

解 的分布函数为)2,1( =kXk
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的分布函数为},min{ 21 XXN =

)(min xF 2
)](1[1 xFX−−=





=
,0,e1

2 − −
x

x 

,0,0 x
的概率密度为因而N

)(min xf





=
,0,e

2 2 −
x

x 



,0,0 x

的数学期望为于是N

)(NE 


−
= xxfx d)(min 


−

0

2
de

2
x

x x 


= .

2


=



例3 按规定，

,00:10 都恰有一辆客车到站

~00:9,00:9~00:8某车站每天

但到站的时刻是随机

的，且两者到站的时间相互独立.         其规律为

到站时刻

概率

10:9

10:8

30:9

30:8

50:9

50:8
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2

,20:8 到车站一旅客 求他候车时间的数学期望.           

解 .)(以分计设旅客的候车时间为 X 的分布X
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在上表中,            例如

}70{ =XP )(ABP= )()( BPAP= = .
6

3

6

1


，到站”“第一班车在为事件其中 10:8A “第二为B

.30:9 到站”班车在 候车时间的数学期望为
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例4               某商店对某种家用电器的销售采用先使用后

付款的方式,            ),(以年计记使用寿命为X 规定:                

,1X

,21  X

,32  X

,3X

,服从指数分布设寿命 X

,0,e
10

1 10 −
x

x

.0,0 x
)(xf





=

概率密度为

;5001 元一台付款

;0002 元一台付款

;5002 元一台付款

.0003 元一台付款



.的数学期望用电器收费试求该商店一台这种家 Y

解 .率落在各个时间区间的概先求出寿命X 即有

}1{ XP
1.0

e1
−− ,2095.0

}21{  XP

2.01.0
ee
−− − ,1086.0

x
x

de
10

1 10
1

0

−

=

==

==

x
x

de
10

1 10
2

1

−

=

}32{  XP x
x

de
10

1 10
3

2

−

=



,9077.0== 3.02.0
ee
−− −

==

}3{ XP

.8740.0

x
x

de
10

1 10

3

−


=

3.0
e
−

的分布律为因而一台家用电器收费Y
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.15.7322 元费即平均一台家用电器收



,个人的血为此要抽验 N

例5

.次这就需化验 N

在一个人数很多的团体中普查某种疾病，

可以用两种方法进行: 

,(i) 验将每个人的血分别去化

,(ii) 个人一组进行分组按 k 个人抽来的血把从 k

混合在一起进行化验,             如果这混合血液呈阴性反应, 

,个人的血都呈阴性反应就说明k 这样,               个人这 k

的血就只需验一次.       若呈阳性,        个人的则再对这k

血液分别进行化验,       这样,           个人的血总共最多化k

.1次验 +k ,p的概率为假设每个人化验呈阳性 且



这些人的化验反应是相互独立的.        较小试说明当 p

时,        ,k选取适当的

.取什么值时最适宜并说明k

按第二种方法可以减少化验的次

数.         

解 ,1 pq −=概率为各人的血呈阴性反应的

,
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qk 应的概率为个人的混合血呈阴性反因而

.1
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q−的概率为人的混合血呈阳性反应

个k

,个人为一组时设以k 组内每人的血化验的次

,X数为 ,为一随机变量则 X 其分布律为
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使只要选择 k
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,固定时当 p

k
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,1且取到最小值小于

由此可知,            

使得可选取 k

这时就能得到最好的分组

方法.



例如,         ,1.0=p ,9.0=q则

时，当 4=k 取到最小值，
k

qL
k 1

1 +−= 此时得到最

好的分组方法.          ,1000=N若 分组，此时以 4=k 则

按第二种方法平均只需化验

)
4

1
94.01(1000

4 +− .)(594 次=

这样平均来说,                  .%40 的工作量可以减少



例6
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2.连续型随机变量数学期望的定义
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例7 
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1. 离散型随机变量函数的数学期望
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二、随机变量函数的数学期望

设随机变量 X 的分布律为
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因此离散型随机变量函数的数学期望为

若 Y = g(X), 且 ,}{ kk pxXP ==
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2. 连续型随机变量函数的数学期望
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若 X 是连续型的,它的分布密度为 f (x) , 则



证明： 是连续型随机变量，设 X 满足第且 )(xgy =

二章第五节中定理的条件．
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3. 二维随机变量函数的数学期望
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.),( ijpYX 的联合概率分布为其中

,数 .),()],([ =
i

ijj

j

i pyxgYXgE

.dd),(),()],([ yxyxfyxgYXgE  


−



−
=

,,)2( 为连续型随机变量设 YX

,数 则

为二元函),( yxg

则

为二元函),( yxg

).,(),( yxfYX 的联合概率密度为其中



例8               上服从均匀分布，在设风速 ),0( aV 即具有概

率密度
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例9 的概率密度设随机变量 ),( YX

),( yxf





=
,1,

1
,

2

3
23

 xxy
xyx

.,0 其他

).
1

(),(
XY

EYE求数学期望

解 )(YE 


−



−
= xyyxyf dd),(

= 
 x

x

xy
yx

1 31
dd

2

3



=   xy
x

x

x

dln
1

2

3
1

1 3


= x
x

x
d

ln
3

1 3


= x
xx

x
d

1

2

3ln

2

3

1 3
1

2 




+






−

= .
4

3

)
1

(
XY

E 


−



−
= xyyxf

xy
dd),(

1

= 
 x

x

y
yx

x 1 341
d

2

3
d = .

5

3



例10 某公司计划开发一种新产品市场，并试图确

定该产品的产量.               他们估计出售一件产品可获利

,元m .元的损失而积压一件产品导致n 再者,         他们

,)( 服从指数分布件预测销售量Y 其概率密度为
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−= = .4.2231

).(2231 件取 =x



例11 某甲与其他三人参与一个项目的竞拍,              价格

以千美元计, 价格高者获胜.      若甲中标,          他就将此项

目以10千美元转让给他人.        可认为其他三人的竞拍

价是相互独立的,          且都在7~11千美元之间均匀分布. 

问甲应如何报价才能使获益的数学期望为最大(若

甲中标必须将此项目以他自己的报价买下).        



解 是其他三人的报价，设 321 ,, XXX

相互独立，321 ,, XXX 上服从均匀分且在区间 )11,7(

按题意

布.              其分布函数为

)(uF









=

,7,0 u

.11,1 u

,117,
4

7


−
u

u

}.,,max{ 321 XXXY =即记三人最大出价，以Y



的分布函数为Y

)(uFY









=

,7,0 u

.11,1 u

,117,
4

7
3








 −
u

u

,107  x按题意，若甲的报价为x 知甲能赢得

这一项目的概率为

p }{ xYP = )(xFY
= = ,

4

7
3








 −x
).107(  x



是一个随机变量，)(XG记甲的赚钱数，以 )(XG

它的分布律为

于是甲赚钱的数学期望为

)]([ XGE = ).10(
4

7
3

x
x

−






 −

)]([
d

d
XGE

x
令 ])437()7[(

4

1 2

3
xx −−= ,0=

)(XG

概率

x−10

3

4

7







 −x

0

3

4

7
1 







 −
−

x



得 x ,
4

37
= x ).(7 舍去=

,437 千美元时故知当甲的报价为 =x

还可知这也是最大值.            

4372

2

)]([
d

d
=xXGE

x
又知 .0

他赚钱的数

学期望达到极大值,             



三、数学期望的性质

.)( CCE =则有

).()( XCECXE =

1 是常数，设C

2 是一个随机变量，设X 是常数，C 则有

).()()( YEXEYXE +=+

3 是两个随机变量，设 YX , 则有

这一性质可以推广到任意有限个随机变量之和的

情况.                



证 ).,(),( yxfYX 的概率密度为设二维随机变量

).(,)( yfxf YX其边缘概率密度为

)( YXE + 


−



−
+= yxyxfyx dd),()(

=

=




−



−



−



−
+ yxyxyfyxyxxf dd),(dd),(

).()( YEXE +

.证毕



).()()( YEXEXYE =

4 则有，是相互独立的随机变量设 YX ,

这一性质可以推广到任意有限个相互独立的随机

变量之积的情况.            

相互独立，又若 YX ,证

)(XYE 


−



−
= yxyxxyf dd),(

= 


−



−
yxyfxxyf YX dd)()(

= ).()( YEXE   


−



−
yyyfxxxf YX d)(d)( =



说明

连续型随机变量 X 的数学期望与离散型随机

变量数学期望的性质类似. 



例12 ,20 位旅客自机场开出一民航送客车载有

.10个车站可以下车旅客有 如果到达一个车站

.)互独立并设各旅客是否下车相

,没有旅客下车就不停车 ,表示停车的次数以 X

下车是等可能设每位旅客在各个车站求 ()(XE

的,

解 ,引入随机变量

,,0 站没有人下车在第 i

,,1 站有人下车在第 i
.10,,2,1 =iiX





=



.1021 XXXX +++= 易知

).(XE现在来求

按题意,             ,
10

9
站不下车的概率为任一旅客在第i

,
10

9
20

20









站下车的概率为位旅客都不在第因此 i

,
10

9
1

20









−站有人下车的概率为在第i 也就是



,
10

9
}0{

20









==iXP ,
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9
1}1{

20









−==iXP

.10,,2,1 =i

,
10

9
1)(

20









−=iXE

)(XE

)()()( 1021 XEXEXE +++ 

















−

20

10

9
110 ).(784.8 次

由此 .10,,2,1 =i

进而 )( 1021 XXXE +++= 

=

= =



例13           是两个与电阻设一电路中电流 )()A( RI

相互独立的随机变量,          其概率密度分别为

)(ig




=
,10,2  ii

,,0 其他
)(rh





=
,30,

9

2

 r
r

,,0 其他

.的均值试求电压 IRV =

解 )(VE )()( REIE)(IRE= =

=    


−



−
rrrhiiig d)(d)(

=   









3

0

3
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2
d

9
d2 r
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ii ).V(
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3
=

补充例题

4.1 补充例题.ppt#1. 补充1   谁的技术比较好?


四、小结
1. 数学期望是一个实数,   

2.  数学期望的性质

.)( CCE =

).()( XCECXE =

1

2

).()()( YEXEYXE +=+3

).()()( YEXEXYEYX =相互独立和4

随机变量 X 取可能值的真正的平均值.               

平均,                

它是一种加权而非变量,              

它从本质上体现了与一般的平均值不同,          



一、随机变量方差的概念及性质

三、例题讲解

二、重要概率分布的方差

第二节 方 差

四、小结



1. 概念的引入

方差是一个常用来体现随机变量取值分散程度

实例

•

O x
• • • •• • • •

•

O x
• • • •••••

•
1000

•
1000

一、随机变量方差的概念及性质

的量.              

平均寿命都是 E(X)=1000小时.             有两批灯泡,             



2. 方差的定义

),(Xσ记为

定义 ,是一个随机变量设 X })]({[
2

XEX −若

,)Var()( XXD 或记为

)(XD

.准差或均方差

,存在

)Var(X= }.)]({[
2

XEXE −=

即

，在应用上还引入量 )(XD 称为标



3. 方差的意义

按定义,            的取值与的方差表达了随机变量 XX

的较小意味着若 XXD )(

.的取值较分散则表示 X ,因此 取是刻画XXD )(

.其数学期望的偏离程度

,)( 的附近取值比较集中在 XE ,反之 较大若 )(XD

取值分散程度它是衡量X,值分散程度的一个量

.的一个尺度



4.  随机变量方差的计算

(1) 利用定义计算

对于离散型随机变量

,)]([)(
1

2

k

k

k pXExXD 


=

−=

对于连续型随机变量

,d)()]([)(
2

xxfXExXD 


−
−=

.)( 的概率密度为其中 Xxf

,}{ kk pxXP ==其中 .,2,1 的分布律是 Xk =



(2) 利用公式计算

.)]([)()(
22

XEXEXD −=

证 )(XD

})]([)(2{
22

XEXXEXE +−

22
)]([)()(2)( XEXEXEXE +−

.)]([)(
22

XEXE −

=

})]({[
2

XEXE −=

=

=



5. 方差的性质

1 是常数，设C .0)( =CD则

证 )(CD = .0})]({[
2

CECE −=

2 是一个随机变量，设X 是常数，C 则有

，)()(
2

XDCCXD = ).()( XDCXD =+

)(CXD })]({[
2

CXECXE −=证

})]({[
22

XEXEC −

).(
2

XDC

=

=



)( CXD + })]({[
2

CXECXE +−+=

})]({[
2

XEXE −

).(XD

=

=

3 是两个随机变量，设 YX , 则有

)( YXD +

))}.())(({(2)()( YEXXEXEYDXD −−++=

).()( YDXD +

,, 相互独立若 YX 则有

)( YXD + =



)( YXD +

})](){[(
2

YXEYXE +−+=

2
)]}([)]({[ YEYXEXE −+−=

证

22
)]([)]([ YEYEXEXE −+−=

)]}()][({[2 YEYXEXE −−+

))}.())(({(2)()( YEYXEXEYDXD −−++=

上式右端第三项:              

))}())(({(2 YEYXEXE −−

= )}()()()({2 YEXEXYEYXEXYE +−−



= )()()()()({2 XEYEYEXEXYE −−

)}()( YEXE+

= )}.()()({2 YEXEXYE −

).()( YDXD +

,, 相互独立若 YX 知道上由数学期望的性质 4

，式右端为0 于是

)( YXD + =

这一性质可以推广到任意有限多个相互独立的随

机变量之和的情况.       



推广

)( 21 nXXXD  

,,,, 21 相互独立若 nXXX 

,10)()4( CXXD 取常数以概率的充要条件是=

}{ CXP =

则有

).()()( 21 nXDXDXD +++ =

即 = .1



1. 两点分布

X

p

01

pp −1

已知随机变量 X 的分布律为

二、重要概率分布的方差

qpXE += 01)(则有 ,p=

)(XD

222
)1(01 ppp −−+= .pq=

p

pq

22
)]([)( XEXE −=



2. 二项分布

}{ kXP =

.10  p则有

)(XE

knk
n

k

pp
k

n
k

−

=

−







 )1(

0

设随机变量 X 服从参数为 n, p 二项分布, 其

分布律为
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nppp
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
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nppppnn
n +−+− −22

)]1([)1(
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nppnn +−

)(XD
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)()( npnppnn −+−
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3. 泊松分布

则有




=

−=
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e
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kXE
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e
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且分布律为设 ),(π~ X



,e
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 −==

k
kXP
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,,2,1,0 =k .0
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
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
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ee

2 .
2  += = =

所以 22
)]([)()( XEXEXD −=

22  −+= .=

.都等于参数泊松分布的期望和方差





4. 均匀分布

,),(~ baUX设

)(xf
,,

1
bxa

ab


−

.,0 其他



=

其概率密度为

则有 )(XE  −
=

b

a
xx

ab
d

1

).(
2

1
ba += ).(

2

1
ba +

xxxf d)(


−
=



结论 均匀分布的数学期望位于区间的中点.          
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5. 指数分布

,服从指数分布设随机变量 X

则有

,0,e
1

−
x

θ

θx

.0,0 x

)(xf





=

其概率密度为

)(XE =

=

xxxf d)(
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)(XD 22
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2

θθ和分别为指数分布的期望和方差



6. 正态分布

),,(~
2

σμNX设

,e
π2

1
)(

2

2

2

)(

σ

μx

σ
xf

−
−

= ,0σ .+− x

其概率密度为

先求标准正态变量 =Z
σ

μx −
的数学期望和方差.                

的概率密度为Z ,e
π2

1
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于是 )(ZE tt
t

de
π2

1 2
2




−

−=


−

−− 2
2

e
π2

1 t= = ，0



)(ZD

tt
t

de
π2

1 22
2




−

−

)(
2

ZE=

=




−

−


−

− +
−

tt
tt

de
π2

1
e

π2

1 22
22

=

= ，1

,ZX  +=

即得 )(XE )( ZE  += .μ= μ

)(XD )( ZD  += )( ZD = )(
2

ZD= .
2

σ= 2
σ



.
2

σμ和分别为两个参数正态分布的期望和方差



,仍然服从正态分布

于是由数学期望和方差的性质知道

),,(~
2

iii NX 若 ,,,2,1 ni = 且它们相互独

则它们的线性组合：

)0,,,( 21 的常数是不全为nCCC 

nn XCXCXC +++ 2211立，
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2211 
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iinn CCNXCXCXC 



例如,            

).48,4(~ −NZ故有

,)3,1(~ NX若 相互且 YXNY ,)4,2(~

,32 也服从正态分布则 YXZ −=

)(ZE

)(ZD

,独立 而

2312 −= = ,4−

)32( YXD −= )(9)(4 YDXD + .48= =



10  p p )1( pp −
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
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n
np )1( pnp −

0  

ba  2)( ba + 12)(
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ab −

0θ θ 2
θ

分 布 参数 数学期望 方差

两点分布

二项分布

泊松分布

均匀分布

指数分布

正态分布 0, σμ μ 2
σ



三、例题讲解

例1         ,)( =XEX 具有数学期望设随机变量

=)(XD方差 2  .0 记 ,
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例2             其分布律为

)(XD
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,)10( 分布具有设随机变量 −X
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例3       
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的分布律为X
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,)(6 =XE已算得上节例 而

)(
2

XE

)()]1([ XEXXE +−




=

− +−
0

e
!

)1(
k

k

k
kk 

 

=

=

])1([ XXXE +−=






=

−
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−

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2
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e

k

k

k



 

  +−
ee

2

.
2  +

所以方差 )(XD .

,相等泊松分布的期望和方差

=

=

=

=

22
)]([)( XEXE −=

.都等于参数



)(xf
,,

1
bxa

ab


−

.,0 其他



=

,
2

)(7
ba

XE
+

=已算得上节例 方差为

)(XD

2

2

2
d

1







 +
−

−
ba

x
ab

x
b

a
=

22
)]([)( XEXE −=

.
12

)(
2

ab −
=

例4             

的概率密度为X

,),(~ baUX设 ).(XD求

解



例5          

)(XE =

==

,服从指数分布设随机变量 X 其概率密度为

,0θ其中 ),(XE求 ).(XD

解 xxxf d)(


−
= x

θ
x

θx
de

1

0


−

xx
θxθx

dee
00 


−− +− .θ

,0,e
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−
x

θ

θx

.0,0 x

)(xf



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)(
2

XE =

==

xxfx d)(
2




−
= x

θ
x

θx
de

1

0

2




−

xxx
θxθx

de2e
00

2




−− +− .2
2

θ

22
)]([)()( XEXEXD −= 22

2 θθ − .
2

θ于是

即有

= =

,)( θXE = .)(
2

θXD =



例6            ),,(~ pnbX设 ),(XE求 ).(XD

解 由二项分布的定义知,            重伯努是随机变量 nX

,发生的次数利试验中事件A A且在每次试验中

.p发生的概率为 引入随机变量

kX




=
次试验不发生，在第， kA0

次试验发生，在第kA,1
.,,2,1 nk =

易知 ,21 nXXXX +++= 

次试验，只依赖于第由于 kXk 而各次试验相互独



立,           ,kX又知 .)10(,,2,1 分布服从同一 −= nk 

,, 为参数的二项分布变量上式表明以 pn 可分解

.布的随机变量之和

分为参数的个相互独立且都服从以成为 )10( −pn

知由例2

),1()( ppXD k −= .,,2,1 nk =,)( pXE k =

故知 )(XE )(
1


=

=
n

k

kXE )(
1


=

n

k

kXE = .np=



相互独立，又由于 nXXX ,,, 21  得

)(XD )(
1


=

=
n

k

kXD )(
1


=

n

k

kXD = ).1( pnp −=

即 ,)( npXE = ).1()( pnpXD −=



例7         

解

),,(~
2

σμNX设 ),(XE求 ).(XD

先求标准正态变量

σ

μx
Z

−
=

的数学期望和方差.             的概率密度为Z

,e
π2

1
)(

2
2

t
t

−=

于是 )(ZE tt
t

de
π2

1 2
2




−

−=


−

−− 2
2

e
π2

1 t= = ，0



)(ZD
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t

de
π2

1 22
2




−

−

)(
2

ZE=

=




−

−


−

− +
−

tt
tt

de
π2

1
e

π2

1 22
22

=

= ，1

因 ,ZX  +=

即得 )(XE )( ZE  += = ，

)(XD )( ZD  += = ，2)( ZD = )(
2

ZD=



求活塞能装入气

例8              ),03.0,40.22(~)cm(
2

NX计以设活塞的直径

),04.0,50.22(~
2

NY气缸的直径 ., 相互独立YX

,任取一只活塞 ,任取一只气缸

.缸的概率

解

),0025.0,10.0(~ −− NYX

= }{ YXP按题意需求

由于

故有 }{ YXP  }0{ −= YXP

}.0{ −YXP










05.0

10.0
Φ

.2977.0)2(Φ

=

= =







 −−


−−−

0025.0

)10.0(0

0025.0

)10.0()( YX
P=

补充例题
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切比雪夫不等式

定理

,则对于任意正数

,)( =XEX 具有数学期望设随机变量

,)(
2=XD方差 不等式

2

2

}{



 −XP

成立.               

证 只就连续型随机变量的情况来证明.               

),(xfX的概率密度为设

切比雪夫

../../第1章/第1节 随机试验/确定性现象举例.ppt#1. 实例1





−
− xxfμx

ε
d)()(

1 2

2
.

1 2

2
σ

ε

xxf
ε

μx

εμx
d)(

2

2

 −

−

}{ εμXP −  − εμx
xxf d)(=



 =

切比雪夫不等式也可以写成如下的形式:              

}{ εμXP − .1
2

2

ε

σ
−



切比雪夫不等式给出了在随机变量的分布未

知,                 的情况下估计概率和而只知道 )()( XDXE

.})({ 的界限εXEXP −

例如取 得到)(4,)(3 XDXD=

})(3)({ XDXEXP −  ,9888.0

})(4)({ XDXEXP −  ,5937.0

这个估计是比较粗糙的,           如果已经知道随机变量的

也就没有必要利用这一不等式来作估计了.                  

那么所需求的概率可以确切地计算出来,             分布时,           



:4 必要性的证明方差性质 

.1)}({ == XEXP要证,0)( =XD设

证 用反证法

,0})({ − XEXP有

,1)}({ = XEXP假设

,0某一个数

则对于

但由切比

雪夫不等式,             ,0对于任意 ,0
2 =因 有

})({ − XEXP = ,0

矛盾,          .1)}({ == XEXP于是



四、小结

较小意味若 )(XD

.的取值较分散则表示 X

,)(.1 取值分散程度的一个量是刻画XXD

,)( 的附近的取值比较集中在着 XEX 较大若 )(XD

.度取值分散程度的一个尺量X

它是衡

,)]([)()(
22

XEXEXD −=

2. 方差的计算公式

,)]([)(
1

2

k

k

k pXExXD 


=

−=



.d)()]([)(
2

xxfXExXD 


−
−=

3. 方差的性质

;0)(1
o =CD

).()()(3
o

YDXDYXD +=

);()(2
2o

XDCCXD =

2

2

}{
ε

σ
εμXP − .1}{

2

2

ε

σ
εμXP −−

4.切比雪夫不等式



一、协方差与相关系数的概念及性质

二、相关系数的意义

第三节 协方差及相关系数

三、小结



1. 问题的提出

,相互独立和若随机变量 YX

).()()( YDXDYXD +=+

不相互独立和若随机变量 YX

?)( =+YXD

)( YXD +

)]}.()][({[2)()( YEYXEXEYDXD −−++=

一、协方差与相关系数的概念及性质

协方差

那么

22
)]([)( YXEYXE +−+=



2.定义

称为随机变量量 )]}()][({[ YEYXEXE −−

)]}.()][({[),ov(C YEYXEXEYX −−=

),,Cov( YX记为.的协方差与YX

XYρ

即

而 =
)()(

),Cov(

YDXD

YX



.的相关系数与称为随机变量 YX



),Cov( YX

)]([)]([ YEYEXEXE −−=

.0=

相互独立和若随机变量 YX)3(

)( YXD +

).()( YDXD +=

相互独立和若随机变量 YX)2(

),(Cov2)()( YXYDXD ++=

3.说明
,)1( 协方差的相关系数又称为标准和YX

)]}()][({[2 YEYXEXE −−+

)()( YDXD +=

)]}()][({[ YEYXEXE −−=

.个无量纲的量

它是一



4. 协方差的计算公式

);()()(),Cov()1( YEXEXYEYX −=

).,Cov(2)()()()2( YXYDXDYXD ++=+

证明 ),Cov()1( YX

)]()()()([ YEXEYXEXYEXYE +−−=

).()()( YEXEXYE −=

)()()()(2)( YEXEYEXEXYE +−=

)]}()][({[ YEYXEXE −−=



)()2( YXD +

})](())({[(
2

YEYXEXE −+−=

)]}()][({[2 YEYXEXE −−+

})]({[})]({[
22

YEYEXEXE −+−=

).,Cov(2)()( YXYDXD ++=

})](){[(
2

YXEYXE +−+=



5. 性质

);,Cov(),Cov( XYYX =

 , ),Cov(  ),Cov( YXabbYaX =

).,Cov(),Cov(),Cov( 2121 YXYXYXX +=+

;, 为常数ba2

3

1



例1 设（X，Y）的分布律为

,0)( =XE易知 ,25)( =YE ,0)( =XYE

,0=XY ., 不相关YX ., 不存在线性关系即 YX

}1,2{ =−= YXP由于 }1{}2{ =−= YPXP= 0 

., 不相互独立所以 YX

事实上， ,
2

XY = .的值所确定的值完全可由XY

XY

4

1

 iXP =

 iYP =

21

21

1

2− 1− 1 2

0 41 41 0

4141 0 0

41 41 41 41



例2 ,),( 服从二维正态分布设 YX 它的概率密度

为

),( yxf



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

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.的相关系数与求 YX
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解 的边缘概率密度为),( YX

,+− x

.+− y

,)( 1μXE =故知 ,)( 2μYE = .)(
2

2σYD =,)(
2

1σXD =

),Cov( YX而

yxyxfμyμx dd),())(( 21 

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

−
−−=



 
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),Cov( YX
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
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


σρσ=

XY
)()(

),Cov(

YDXD

YX
= .=于是

.),Cov( 21σρσYX =即有



结论

,)1( 中二维正态分布密度函数

相关系数为零与二维正态随机变量  )2( YX

;的相关系数与了 YX

代表参数 ρ

.相互独立与等价于 YX



1. 问题的提出

,, 应如何选择问 ba

],))([(
2

bXaYEe +−=设

.的好坏程度近似表达可用来衡量则 YbXae +

,的值越小当e

,, 的值确定 ba

二、相关系数的意义

?衡量接近的程度又应如何来

?YbaX 最接近可使 +

.的近似程度越好与表示 YbXa +

.达到最小使 e



)(2)(2)()(
2222

XabEXYbEaXEbYE +−++

,, 求偏导数分别关于将 bae









解得 0b 0a

e ]))([(
2

bXaYE +−=

).(2 YaE−

=

,并令它们等于零 得

a

e




=)(2)(22 YEXbEa −+= ,0

)(2)(2)(2
2

XaEXYEXbE +− .0
b

e




==

,
)(

),Cov(

XD

YX
= .

)(

),Cov(
)()(

XD

YX
XEYE −=



,]))([(,
2

00 中代入将 bXaYEeba +−=

e
ba ,

min

).()1(
2

YDρXY−

2. 相关系数的意义

,较小较大时当 eρXY

,较小时当 XYρ

,0时当 =XYρ

]))([(
2

00 XbaYE +−

得

.系较紧密

的线性关系联表明 YX ,

., 线性相关的程度较差YX

.不相关YX 和称

]))([(
2

bXaYE +−=

=

=



思考

?,),cos(

,cos,]π2,0[

的相关系数和求是常数这里

的均匀分布服从设





aa+

==

解 ,0dcos
π2

1
)(

π2

0
==  xxE 

,
2

1
dcos

π2

1
)(

π2

0

22 ==  xxE 

,0d)(cos
π2

1
)(

π2

0
=+=  xaxE 

,
2

1
d)(cos

π2

1
)(

π2

0

22 =+=  xaxE 



,cos
2

1
d)cos(cos

π2

1
)(

π2

0
axaxxE =+= 

数为由以上数据可得相关系 .cosa=

,,1,0  === 时当a

,,1,π  −=−== 时当a 



.存在线性关系

,0,
2

3π

2

π
=== 时或当 aa .不相关与

,1
22 =+但 .不独立与因此 



.的相关关系与动画演示 

单击图形播放/暂停 ESC键退出



(1) 不相关与相互独立的关系

3. 注意

相互独立 不相关

(2) 不相关的充要条件

;0,1
o = XYρYX 不相关

;0),Cov(,2
o = YXYX 不相关

).()()(,3
o

YEXEXYEYX =不相关



.1XYρ

.1}{ =+= bXaYP

4. 相关系数的性质

1

2 :1的充要条件是=XYρ 使存在常数 ba,

证

.1XYρ亦即

1

2

)(})]({[(3.4)
2

00 YDXbaYE 及式与由 +−

,的非负性 ,01
2 − XYρ得知

式得由若 )4.3(1=XYρ

})]({[
2

00 XbaYE +− .0=



从而 0 = })]({[
2

00 XbaYE +−

,))](([)]([
2

0000 XbaYEXbaYD +−++−=

故有 )]([ 00 XbaYD +−

)]([ 00 XbaYE +− .0=

,0=

}{ 00 XbaYP +=

}0)({ 00 =+− XbaYP

知又由方差性质 4

即 .1

,1

=

=

,反之 使若存在常数 
ba ,



}{ XbaYP
 += ,1=

})]({[
2

XbaYE
 +−

}0)]({[
2 =+− 

XbaYP

}0)({ =+− 
XbaYP即

于是

即得

,1=

,1=

.0=

]))([(min
2

,
bXaYE

ba
+−

})]({[
2

00 XbaYE +−

})]({[
2

XbaYE
 +−故有 0 =

=



).()1(
2

YDρXY−= .1=XYρ即得



的含义：XYρ

YXXY ,是一个用来表征 之间线性关系紧密

,较大时当 XYρ ;, 线性相关的程度较好YX

,较小时当 XYρ ., 线性相关的程度较差YX

,0时当 =XYρ .不相关和称 YX

.程度的量



.

),(

的关系相关系数

的概率密度曲面与　　二维正态随机变量

 =XY

YX

单击图形播放/暂停 ESC键退出



三、小结

2. 相关系数的意义和性质

(3) 性质

(2) 协方差的计算公式

(1) 定义

1. 协方差与相关系数的概念及性质

(1) 意义

(2) 性质



一、矩、协方差矩阵

二、n 维正态变量的性质

第四节 矩、协方差矩阵

三、小结



一、矩、协方差矩阵基本概念

1.矩的概念

),(
k

XE

.阶中心矩的称它为 kX

,是随机变量和设 YX 若

,存在 ,阶原点矩的称它为 kX .阶矩简称 k

,2,1=k

},)]({[
k

XEXE −

若

,存在

,3,2=k



),(
lk

YXE ,存在

.阶混合矩的和称它为 lkYX +

若 ,2,1, =lk

 },)]([)]({[
lk

YEYXEXE −−

,存在

若

.阶混合中心矩的和称它为 lkYX +

,2,1, =lk



说明

变量函数的数学期望；以上数字特征都是随机 )1(

的一阶原是的数学期望随机变量 XXEX )()2(

;的二阶混合中心矩与Y

,点矩 ,方差为二阶中心矩 XYX 是协方差 ),Cov(

,)3( 在实际应用中 .4阶的矩很少使用高于



主要用来衡量随三阶中心矩 })]({[
3

XEXE −

主要用来衡量随四阶中心矩  })]({[ 
4

XEXE −

.机变量的分布是否有偏

.近的陡峭程度如何机变量的分布在均值附



2. 协方差矩阵

的二阶混合维随机变量设 ),,,( 21 nXXXn 

中心矩

ijc   

,都存在nji ,,2,1, =

)]()][({[ jjii XEXXEXE −−=),Cov( ji XX=

则称矩阵



















=C

.协方差矩阵维随机变量的为n

nccc 11211 

nccc 22221 



nnnn ccc 21



例如









=

2221

1211

cc

cc
C

的协方差矩阵为二维随机变量 ),( 21 XX

其中 11c },)]({[
2

11 XEXE −=

12c

21c

22c =

=

= )]},()][({[ 2211 XEXXEXE −−

)]},()][({[ 1122 XEXXEXE −−

}.)]({[
2

22 XEXE −

.阵为对称的非负定矩阵

,),,2,1,( njicc jiij ==由于 所以协方差矩



协方差矩阵的应用

协方差矩阵可用来表示多维随机变量的概

率密度，从而可通过协方差矩阵达到对多

维随机变量的研究



概率密度




 −





−

−

−
=

2

1

2

11

22

21

)(

)1(2

1
exp

1π2

1

σ

μx

ρρσσ

,
)())((

2
2

2

2

22

21

2211







−

+
−−

−
σ

μx

σσ

μxμx
ρ

),( 21 xxf

现在将上式中花括号内的式子写成矩阵形式,       

引入下面的列矩阵

为此

,
2

1








=

x

x
X .

2

1








=

μ

μ
μ

.),( 21 为例以二维正态随机变量 XX



的协方差矩阵为),( 21 XX

C ,
2

221

21

2

1 








σσρσ

σρσσ

),1(det
22

2

2

1  −=C它的行列式 的逆矩阵为C

=







=

2221

1211

cc

cc

1−
C

的转置是这里矩阵经过计算可知 )()((
T  −− XX

).矩阵












−

−
=

2

121

21

2

2

det

1

σσρσ

σρσσ

C



)()(
1T

μXCμX −− −




 −−
−

−

− 21

2211

2

1

2

11

2

))((
2

)(

1

1

σσ

μxμx
ρ

σ

μx

ρ










−

−











−

−
−−

22

11

2

121

21

2

2

2211 ),(
det

1

μx

μx

σσρσ

σρσσ
μxμx

C
=

=

.
)(

2

2

2

22




−
+

σ

μx



的概率密度可写成于是 ),( 21 XX

),( 21 xxf

.)()(
2

1
exp

)(det)π2(

1 1T

2122








−−− −
μXCμX

C
=

引入列矩阵

=X



















nx


2x

1x

和 =μ ,



















=



















nμ


2μ

1μ

)( nXE



)( 2XE

)( 1XE



的概率密度定义为维随机变量 ),,,( 21 nXXXn 

),,,( 21 nxxxf 

.)()(
2

1
exp

)(det)π2(

1 1T

212








−−− −
μXCμX

C
n

.),,,( 21 的协方差矩阵是其中 nXXXC 

=



推广 的概率密度可维随机变量 ),,,( 21 nXXXn 

,),,,(
T

21 nxxxX =其中

),,,( 21 nxxxf 

.)()(
2

1
exp

)(det)π2(

1 1T

212








−−−= −
μXCμX

C
n

表示为

=μ ,



















=



















nμ


2μ

1μ

)( nXE



)( 2XE

)( 1XE



















=C

nccc 11211 

nccc 22221 



nnnn ccc 21

,



二、n 维正态变量的性质
的每一维正态随机变量 ),,,( 21 nXXXn 1

,且相互独立

,iX个分量

,反之 ,,,, 21 都是正态随机变量若 nXXX 

维正态随机变是则 nXXX n ),,,( 21 

.量

;,,2,1 都是正态随机变量ni =

2 维正服从维随机变量 nXXXn n ),,,( 21 

态分布的充要条件： 的任意的线nXXX ,,, 21 

nn XlXlXl +++ 2211性组合 .服从一维正态分布



这一性质称为正态变量的线性变换不变性

3 ,),,,( 21 维正态分布服从若 nXXX n

设 ,),,2,1(,,1 的线性函数是 njXYY jk  =

.),,,( 21 也服从多维正态分布则 kYYY 

4 ,),,( 1 维正态分布服从设 nXX n , 1X“则

两两“与相互独立”   ,, ,  ,, 212 nn XXXXX 

. 是等价的不相关”



三、小结

2.正态变量是最重要的随机变量，









.),Cov(

;)(

;)(

的二阶混合中心矩与是协方差

的二阶中心矩是方差

的一阶原点矩是数学期望

　

YXYX

XXD

XXE

..1 变量的数字特征矩是随机

其性质一定要

熟练掌握.              


