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第五章 相似矩阵及二次型

第 1 节向量的内积、长度及正交性

教 学
主 要
内容

1.内积；2.内积的性质；3.正交向量组；4.规范正交基及其求法；

5.正交矩阵与正交变换

教
学
目
标

【知识目标】：①掌握内积；内积的性质；正交向量组；②理解规范正交基及其求法，

正交矩阵与正交变换。

【能力目标】：①通过在教师引导下探索新知的过程，培养学生观察、分析、判断、归

纳的自学能力；②锻炼学生联系、对应、转化的辩证思想。

【情感目标】：通过探索、归纳、总结的过程，激发学生观察、分析、探求的兴趣和热

情，培养学生积极探索的科学态度，探索事物本质属性的欲望。

教材
分析

重点
1.内积；2.内积的性质；3.正交向量组；4.规范正交基及其求法；

5.正交矩阵与正交变换。

难点
规范正交基及其求法；正交矩阵与正交变换。

教学方法与手
段

探究式教学法+黑板粉笔。

学习
方法

学生可利用教师精心准备的例题，通过教师的引导，不断观察、分析、

探索、归纳总结。

教 学
学时数

2学时，90分钟。
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(一)复习引入

1.想一想：

高中立体几何中向量的长度与夹角是如何定义的

cos x y x y ， 1 1 2 2 3 3x y x y x y   x y ，
2 2 2
1 2 3x x x  x

2.思考：若是将以上问题推广到 n维向量空间中，会是什么情况？

(二)讲授新知

一、 内积及其性质

定义 1 设有 n维向量

1

2

n

x
x

x

 
 
 
 
 
 


x ，

1

2

n

y
y

y

 
 
 
 
 
 


y ，

令 1 1 2 2[ , ] n nx y x y x y   x y ，称[ , ]x y 为向量 与x y 的内积。

注： 1 1 2 2[ , ] T
n nx y x y x y    x y x y

内积的运算性质：P155（1-4）

二、向量的长度与性质

定义 2 令 2 2 2
1 2[ , ] nx x x    x x x

称 x 为 n维向量 x 的长度。

向量长度的性质：155 页（1-4）

单位向量，向量的单位化，夹角。

三、正交向量组

定义 3 若两向量 与  的内积等于零，即[ , ] 0  ，则称向量 与  相互正交，

记作   。

正交向量组：若 n维向量 1 2, , , r   是一个非零向量组，且 1 2, , , r   中的向量

两两正交，则称该向量组为正交向量组。

注：单位向量组是两两正交的。

定义 1 如果两个向量 和  的内积等于零，即 0T   ,则称向量 和  互相正交（垂

直）
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注：零向量与任意向量正交。

例 1 找出下面三个向量相互正交的关系  1 9,3,5,9 T ，  2 9, 5,3, 9 T   ，

 3 14,4, 6, 12 T   。

发现： 1 2 0T   , 1 3 0T   , 2 3 0T   ,即 1 与 2 正交， 1 与 3 正交， 2 与 3 不正

交。

例 2 找出下面三个向量相互正交的关系  1 5,6,8,10 T ，  2 8,10, 5, 6 T   ，

 3 10, 8,6, 5 T   。

发现： 1 与 2 正交， 1 与 3 正交， 2 与 3 正交。

例 2中所反映的问题是，一组非零向量组中的向量两两正交。按下面的定义

定义 2 如果 nR 中的非零向量组 1 2, , , s   两两正交，即（ ; , 1, 2, ,i j i j s   ）

则称该向量组为正交向量组。

通过该定义我们知道例 2中的向量组为正交向量组。

思考：例 2中的向量组 1 ， 2 ， 3 线性相关还是无关？

请同学们说出你们判断的方法和结论。

发现：它们是线性无关的。

定理 1 nR 中的正交向量组线性无关。

思考： nR 中线性无关的向量组 1 2, , , s   与正交向量组的关系？

正交向量组线性无关，但是线性无关的向量组不一定正交。

四、规范正交基及其求法

可是我们有施密特正交化方法，它可以将线性无关的向量组生成正交向量组，并

且这两个向量组可以相互线性表示。

施密特正交化方法

例 3 设线性无关的向量组  1 1,1,1,1 T ，  2 3,3, 1, 1 T   ，  3 2,0,6,8 T  ，

试将 1 ， 2 ， 3 正交化。

解：利用施密特正交化方法，令
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1 1 (1,1,1,1)T  

2 1
2 2 1

1 1

4(3,3, 1, 1) (1,1,1,1) (2,2, 2, 2)
4

T
T T T

T        
 

  
 

3 1 3 2
3 3 1 2

1 1 2 2

12 ( 32)( 2,0,6,8) (1,1,1,1) (2,2, 2, 2) ( 1,1, 1,1)
4 16

T T
T T T T

T T


           

   
   

   

则 1 2 3, ,   为正交向量组，且与 1 ， 2 ， 3 可互相线性表示。

施密特正交化方法的一般步骤

1 1 

2 1
2 2 1

1 1

T

T 
 

  
 

3 1 3 2
3 3 1 2

1 1 2 2

T T

T T  
   

   
   



1 2 1
1 2 1

1 1 2 2 1 1

T T T
s s s s

s s sT T T
s s

 


 

    
     

   
     

请同学们再观察下面的向量组，告诉大家该向量组中的向量有什么关系？

1
1 2 2, ,
3 3 3

T
   
 

 ， 2
2 1 2, ,
3 3 3

T
   
 

 ， 3
2 2 1, ,
3 3 3

T
    
 



若是用该向量构成矩阵，这个矩阵会有什么特点？

五、正交矩阵与正交变换

观察下面的矩阵

1 2 2
3 3 3
2 1 2
3 3 3
2 2 1
3 3 3

 
 
 
   
 
   
 

Q ，计算 TQ Q .
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发现 T Q Q E 。

定义 3 设 n阶矩阵Q ，满足 T Q Q E ，则称Q 为正交矩阵。

请大家继续思考下面的问题：

1. 若Q 为正交矩阵，则其行列式的值为？

2. 若Q 为正交矩阵，则Q 可逆吗？

3. 若 ,P Q 都是正交矩阵，则它们的积 PQ 也是正交矩阵吗？为什么？

例 4 判别下列矩阵是否是正交矩阵

1 8 4
9 9 9
8 1 4
9 9 9
4 4 7
9 9 9

   
 
    
 
   
 

Q

使用定义知道是正交矩阵。

我们知道由单位正交向量组构成的矩阵是正交矩阵，那么反之正交矩阵的列向量

组

是单位正交向量组吗？

下面我们来研究该问题。对于一个三阶的正交矩阵而言

令 1 2 3( , , )Q    ，其中 1 ， 2 ， 3 为Q 的列向量，则

1 1 1 1 2 1 3

2 1 2 3 2 1 2 2 2 3

3 3 1 3 2 3 3

( , , )

T T T T

T T T T T

T T T T

     
     
     

   
   

     
   
   

Q Q E

   


，

则
1 ( 1,2, , )
0 ( ; , 1, 2, , )

T
i i
T
i j

i n
i j i j n

  
   




 
 

发现Q 为正交矩阵的充分必要条件是其列向量组是单位正交向量组。

定理 2 设Q 为 n阶实矩阵，则Q 为正交矩阵的充分必要条件是其列（行）向量

组是单位正交向量组。

（三）课堂小结
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1.正交向量组的定义； 2.正交矩阵的定义及性质。
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第五章 相似矩阵及二次型

第 2 节方阵的特征值和特征向量

教学
主要
内容

1.矩阵的特征值；

2.矩阵的特征向量。

教
学
目
标

【知识目标】：①理解并掌握矩阵的特征值的求法；②掌握矩阵的特征向量，并学会灵

活应用。

【能力目标】：①通过在教师引导下探索新知的过程，培养学生观察、分析、判断、归

纳的自学能力；②锻炼学生联系、对应、转化的辩证思想。

【情感目标】：通过探索、归纳、总结的过程，激发学生观察、分析、探求的兴趣和热

情，培养学生积极探索的科学态度，探索事物本质属性的欲望。

教材
分析

重点 矩阵的特征值和特征向量。

难点 矩阵的特征值和特征向量。

教学方法与
手段

探究式教学法+黑板粉笔。

学习
方法

学生可利用教师精心准备的例题，通过教师的引导，不断观察、分析、探

索、归纳总结。

教 学
学时数

2学时，90分钟。
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(一)复习引入

1.想一想：引例 矩阵与向量的乘法，设

1 0
2 3
 

  
 

A , 1

2
1
 

  
 

 , 2

0
1
 

  
 

 , 3

1
1

 
   



1 1

2
1

 
    

A  , 2 2

0
3

3
 

  
 

A  , 3

1
1

 
   

A

发现二元实向量 1 2,  的像 1 2,A A  是原像的倍数， 3 与 3A 就不具有这个性质。

2.思考：以上的问题说明了矩阵的什么本质？

(二)讲授新知

我们把以上所反应的这种矩阵和向量的乘积等于向量的倍数的事实，给它们定义

具体的名称

一、 矩阵的特征值和特征向量的概念

定义 1 设 ( )ijaA 为 n阶矩阵，如果存在数和 n维非零列向量 ，使得

A 

则称为 A 的一个特征值， 称为 A 的对应于特征值的特征向量。

思考：为什么 是非零向量？

对于矩阵 A 而言，如何求它的特征值和特征向量？

二、矩阵的特征值和特征向量的求法

A  改写成 ( ) 0  E A  ,即 是齐次线性方程组 ( ) 0  E A x 的非零解。

问题：请同学们回忆齐次线性方程组有非零解的充要条件。

使用该充要条件得

11 12 1

21 22 2

1 2

0

n

n

n n nn

a a a
a a a

a a a








  
  

  

  




  


E A

三、特征多项式和特征方程的概念

定义 2 设 A 为 n阶矩阵，含有未知量的矩阵 E A称为 A 的特征矩阵，其行列

式  E A 为的 n次多项式，称为 A 的特征多项式， 0  E A 称为 A 的特征方程。

例 1 求矩阵
3 1
5 1
 

   
A 的特征值与特征向量。
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请同学们思考后发言。

解：矩阵 A 的特征方程为

3 1
0

5 1





 
  

 
E A

化简得 ( 4)( 2) 0    ，所以 1 24, 2    是矩阵 A 的两个不同的特征值。

当 1 4  时，解齐次线性方程组 (4 ) 0x E A ，由此得基础解系 1

1
1
 

  
 

 ，所以 A 的

对应于 1 4  的全部特征向量为 1 1 1

1
1

c c  
  

 
 （ 1c 为任意非零常数）

当 2 2   时，齐次线性方程组 ( 2 ) 0x  E A 的基础解系为 2

1
5

 
   

 ，所以 A 的

对应于 2 2   的全部特征向量为 2 2 2

1
5

c c  
   

 （ 2c 为任意非零常数）

例 2 求矩阵

3 2 4
2 0 2
4 2 3

 
   
 
 

A 的特征值和特征向量。

解：矩阵 A 的特征多项式

2

3 2 4
2 2 ( 1) ( 8)
4 2 3


   



  
      

  
E A

令 2( 1) ( 8) 0      E A ，得 A 的特征值 1 2 1,    3 8  。

当 1 2 1    ，解齐次线性方程组 ( ) 0  E A x ，可得基础解系为 1 ( 1, 2,0)T  ，

2 ( 1,0,1)T  ， 所 以 A 的 对 应 于 1 2 1,    的 全 部 特 征 向 量 为

1 1 2 2 1 2

1 1
2 0
0 1

c c c c
    
        
   
   

  （ 1 2,c c 为不全为零的任意常数）。

当 3 8  时，解齐次线性方程组 ( 8 ) 0  E A x ，可得基础解系为 3 (2,1,2)T 。所

以
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A 的对应于 3 8  的全部特征向量为

3 3 3

2
1
2

c c
 
   
 
 

 （ 3c 为任意常数）

请同学们归纳总结计算 A 的特征值和特征向量的步骤

（1）解 A 的特征方程 0  E A ，求出 A 的 n个特征值 1 2, , , n   （其中可能有重根）

（2）对每一特征值 i ，求解齐次线性方程组 ( ) 0i x  E A ，得次方程组的基础解系

1 2, , , ,s   则 A 的对应于 i 的全部特征向量为

1 1 2 2 s sc c c     （ 1 2, , , sc c c 为不全为零的任意常数）

（三）课堂小结

理解并熟练的掌握矩阵的特征值和特征向量。

思考题：

n阶矩阵 A 与它的转置矩阵 TA 的特征值有什么关系？

（四）布置作业

198 1(1), (3).P
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第五章 相似矩阵及二次型

实对称矩阵的特征值和特征向量

教学
主要
内容

1.实对称矩阵的特征值和特征向量的性质；

2.实对称矩阵与正交矩阵相似的条件。

教
学
目
标

【知识目标】：①理解并掌握实对称矩阵的特征值和特征向量的性质；②掌握实对称矩

阵与正交矩阵相似的条件，并学会灵活应用.

【能力目标】：①通过在教师引导下探索新知的过程，培养学生观察、分析、判断、归

纳的自学能力；②锻炼学生联系、对应、转化的辩证思想。

【情感目标】：通过探索、归纳、总结的过程，激发学生观察、分析、探求的兴趣和热

情，培养学生积极探索的科学态度，探索事物本质属性的欲望。

教材
分析

重点
实对称矩阵与正交矩阵相似的条件

难点
实对称矩阵与正交矩阵相似的条件

教学方法与
手段 多媒体辅助教学和探究式教学法

学习
方法 学生可利用教师精心准备的例题，通过教师的引导，不断观察、分析、探

索、归纳总结.
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(一)复习引入

1.想一想：上节课，我们初步学习了在计量经济学和一些经济数学模型中，经常遇到

的实对称矩阵。这节课我们进一步深入的学习这样的两个问题 1.实对称矩阵的特征值、

特征向量会具有怎样的特殊性质？2.我们知道任意的 n阶矩阵不一定能与对角矩阵相

似，也即 n阶矩阵与对角矩阵相似是有条件的，它要有 n个线性无关的特征向量。那由

于实对称矩阵是一类特殊的 n阶矩阵，它要与对角矩阵相似，需要什么特殊的条件？

以上这两个问题将是本节课重点要解决的问题。

(二)讲授新知

探究一：实对称矩阵的特征值一定是实数吗？

探究二：实对称矩阵对应于不同特征值的特征向量有什么关系？

1 2 0
2 2 2
0 2 3

A
 

    
  

的特征值 1 2 31, 2, 5      ，对应的特征向量为 1 (2, 2,1)T  ，

2 (2, 1, 2)T    ， 3 (1, 2, 2)T  

发现特征值都是实数，并且 1 ， 2 ， 3 两两正交。

2 2 2
2 5 4
2 4 5

A
 

   
   

的特征值 1 2 31, 10     ，对应的特征向量为 1 ( 2,1,0)T   ，

2 (2,0,1)T  ， 3 (1, 2, 2)T  

发现特征值都是实数，并且 1 与 3 ， 2 与 3 两两正交

结论：

定理 1 实对称矩阵的特征值都是实数。

定理 2 实对称矩阵的对应于不同特征值的特征向量是正交的。

思考：实对称矩阵的 k重特征值的特征向量有什么关系？

引理 1 实对称矩阵的 k重特征值一定有 k个线性无关的特征向量。

上面引例 2中 1 ( 2,1,0)T   ， 2 (2,0,1)T  线性无关，利用施密特正交化方法，可
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以将 1 ， 2 正交化，令 1 1  ， 2 1
2 2 1

1 1

2
5
4
5
1

T

T

   
 

 
 
 
     
 
  
 

。并且 1 ， 2 与 1 ， 2 可以

线性表示。

对于重根的特征向量，可以利用上节课学过的施密特正交化方法，将一组线性无

关的向量转化为一组正交向量组，并且这两个向量组可以线性表示。

所以，将实对称矩阵的 k重特征值的 k个线性无关的特征向量正交化后，仍为 A

的属于该特征值的特征向量且两两正交。

而且按照定理 2 1 ， 2 都与 3 正交。即我们可求得 1 2 sk k k n    个正交化的

特征向量组，若是把这些特征向量单位化，它们仍是正交向量组，比如 3 ，单位化得

3

1
1 2
3

2


 
   
  

，这时 1 ， 2 与 3 仍然是正交的。

下 面 我 们 把 这 些 单 位 正 交 向 量 组 排 成 矩 阵 Q ， 则 Q 就 是 正 交 矩 阵 ，

1

2 2 12 5 5 55 0 5 15 35 5 2 2 2
2 4 1 5 4 25 5 5 2 5 4 5
15 15 3 5 15 3

2 4 51 2 2 1 20 5
3 3 3 3 3

TQ AQ Q AQ

      
    
          

             
   

1 0 0
0 1 0
0 0 10

 
   
 
 

总结

定理 2 设 A为实对称矩阵，则存在正交矩阵Q，使
1Q AQ

为对角矩阵。

通过这个过程，我们发现了实对称矩阵一定与对角矩阵相似。而且也发现了如何求这个正交矩

阵Q的步骤。
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对于实对称矩阵 A，求正交矩阵Q，使得 A相似对角化（即
1Q AQ  ）的方法。

例 1

1 1 1
1 1 1
1 1 1

A
 
   
 
 

，求正交矩阵Q，使
1Q AQ  为对角矩阵。

解：第一步 求 A的特征值与所属的线性无关的特征向量 1 2 0   ， 3 3  ，

1 2 0   ，对应的线性无关的特征向量是 1

1
1
0


 
   
 
 

， 2

1
0
1


 
   
 
 

，

3 3  ，对应的线性无关的特征向量是 2

1
1
1


 
   
 
 

， 1 3,  正交， 2 3,  正交

第二步 用施密特正交化方法将 1 2,  正交化

1 1

1
1
0

 
 
    
 
 

， 2

1
2
1
2
1



 
 
 
   
   
 

第三步 1 2 3, ,   分别单位化

1

1
2

1
2
0



  
 
   
 
 
 
 

， 2

1
6
1
6
2
6



 
 
 
 

  
 
  
 

， 3

1
3
1
3
1
6



 
 
 
 

  
 
 
 
 

第四步 令 1 2 3

1 1 1
2 6 3

1 1 1( , , )
2 6 3

2 10
6 6

Q   

 
 
 
 

   
 
  
 

。
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则
1

0 0 0
0 0 0
0 0 3

Q AQ

 
     
 
 

请同学们自己归纳总结步骤。

（三）课堂小结

1.实对称矩阵的特征值和特征向量的性质；

2.实对称矩阵与正交矩阵相似的条件。

思考题：

计量经济学和一些经济数学模型中，经常遇到实对称矩阵，请同学们下去查阅详

细资料，以一篇小论文的形式提交查阅的情况。

（四）布置作业

200 23 .P


