


         本章先讨论矩阵的初等变换，建立矩阵

的秩的概念,并提出求秩的有效方法．再利用

矩阵的秩反过来研究齐次线性方程组有非零

解的充分必要条件和非齐次线性方程组有解

的充分必要条件，并介绍用初等变换解线性

方程组的方法．内容丰富，难度较大.                             



消元解法

线
性
方
程
组

矩阵的初等变换



        西汉数学家刘徽在《九章算术•方程术》中
详细的陈述了消元解法，在注中，他提出了解
线性方程组的新方法，运用了比率算法的思想。
        这本书的起源最早可以追述到战国时期。



         高  斯（德国）
（1777.4.30- 1855.2.23）
        相当于乾隆年间

             若尔当（法国）
      （1838.1.5-1922.1.22）
            相当于咸丰年间







矩阵的初等变换是矩阵的一种十分重要的运

算, 它在解线性方程组、求逆矩阵及矩阵理论的探

讨中都可起重要的作用. 为引进矩阵的初等变换, 

先来分析用消元法解线性方程组的例子.
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分析：用消元法解下列方程组的过程．
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用“回代”的方法求出解：



于是解得
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小结：

1．上述解方程组的方法称为消元法．

      2．始终把方程组看作一个整体变形，用到如
下三种变换

（1）交换方程次序；

（2）以不等于０的数乘某个方程；

（3）一个方程加上另一个方程的k倍．

i j（　与　相互替换）

（以　　　替换　）i k i

j（以　　　　替换　）i k i



3．上述三种变换都是可逆的．

　　由于三种变换都是可逆的，所以变换前的
方程组与变换后的方程组是同解的．故这三种
变换是同解变换．
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　　因为在上述变换过程中，仅仅只对方程组的
系数和常数进行运算，未知量并未参与运算．
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则对方程组的变换完全可以转换为对矩阵B(方
程组（1）的增广矩阵）的变换．



求解线性方程组



      我们把上边的语言翻译成矩阵语言，一一对应
的看一下。

对应的增广矩阵









  

 



定义2    矩阵的初等列变换与初等行变换统称为
初等变换．

      初等变换的逆变换仍为初等变换, 且变换类
型相同．

        同理可定义矩阵的初等列变换(所用记号是
把“r”换成“c”)．
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用矩阵的初等行变换 解方程组（1）：
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对应的方程组为5B
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                A ~ A;

        若 A ~ B, 则 B ~ A;

                若  A ~ B, B ~ C, 则 A ~ C.

        数学中把具有上述三条性质的关系称为等价,  例如

两个线性方程组同解,  就称这两个线性方程组等价.





        对应线性方程组的求解过程思考，当对一个

矩阵做初等行变换时，变换到什么程度或什么样

子，可以暂时停一停或歇歇脚？变换到什么程度

就完成了任务？

思考：



        我们看看下面的三个例子，它们表示线性方程
组的求解做到了那一步？



进一步认识，找出它们的共同特点

行阶梯
形矩阵



1.行阶梯形矩阵

1.零行：元素全为零的行；

 2.非零行：元素不全为零的行；

 注：任何一个矩阵都可以经过初等行变换化为行阶梯形。

 4.行阶梯形矩阵

a.若有零行，则零行在最下方

b.非零首元的列指标随着行指标的增加而严格递增

 3.非零首元：非零行第一个不为零的元素；



思考：

        对应线性方程组的求解过程继续思考，当把

一个矩阵初等行变换到行阶梯形就表示该方程组

的解求出来了吗？

        行阶梯形仅表示完成了消元的过程，我们

还要进行回代，才能完成线性方程组的求解.

回答：显然不是



      下面，我们通过前面的一个例子看看，回代之

后，会出现什么类型的矩阵.

 

1 1 1 4

0 3 2 5

0 0 1 4

 
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1 1 0 0
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0 0 1 4
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1 0 0 1

0 1 0 1

0 0 1 4
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矩阵



2.行最简形矩阵

1.是行阶梯形；

2.非零首元都是1；

注：任何一个矩阵都可以经过初等行变换化为

       行最简形矩阵.

3.非零首元所在列的其余元素都是0.
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0 0 1 4
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Am n 初等行变换

行最简形

行阶梯形

初等行变换
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A 化为行阶梯形和行最简

形矩阵.

将矩阵



思考：

行最简形矩阵还能继续变换成为更简洁的形式吗？

1 0 0 3 3

0 1 0 1 0

0 0 1 1 1

0 0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

 
 
 
 
 
 



.

  



  

下面我们还是通过例子来说明该定理.



课堂小结

 (1)行阶梯形矩阵

 (2)行最简形矩阵

 (4)灵活、熟练应用它们对矩阵做等价变换

 (3)标准形矩阵





定义  由单位矩阵  经过一次初等变换得到的方
阵称为初等矩阵.

E

三种初等变换对应着三种初等方阵.

        矩阵的初等变换是矩阵的一种基本运算，应
用广泛.

一、初等矩阵的概念 
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交换矩阵的两行(列)  

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
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以一个非零数k乘矩阵的某一行(列)

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 
 
 
 
 
 

E

1 0 0 0
0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

k
 
 
 
 
 
 



上去列加到另一行列乘某行、以数 )()(03 k
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把矩阵的某一行(列)的k倍加于另一行(列)上

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
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 
 
 
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注：初等矩阵都是可逆的，且它们的逆矩阵仍是初
等矩阵。

初等矩阵和我们学过的初等变换之间有什么关系？

1 0 0 0
0 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 
 
 
 
 
 
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    定理1 设  是一个     矩阵，对  施行一

次初等行变换，相当于在  的左边乘以相应的  

阶初等矩阵；对  施行一次初等列变换，相当于

在  的右边乘以相应的  阶初等矩阵.

nm
m

n
A

A
AA

A

二、初等矩阵的应用

初等变换 初等矩阵

初等逆变换 初等逆矩阵



请仔细观察下面的问题
3 0 1
1 1 2
0 1 1

A
 
   
 
 

，交换第一行与第二行，有

1 1 2
3 0 1
0 1 1

 
 
 
 
 

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
   
 
 

E ，交换第一行与第二行，有
0 1 0
1 0 0
0 0 1

 
 
 
 
 

0 1 0 3 0 1
1 0 0 1 1 2
0 0 1 0 1 1

   
      
   
   

1 1 2
3 0 1
0 1 1
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 
 



3 0 1
1 1 2
0 1 1

A
 
   
 
 

，给A的第二行乘以-3
加到第一行，有

0 3 5
1 1 2
0 1 1

 
  
 
 

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
   
 
 

E ，给A的第二行乘以-3
加到第一行，有

1 3 0
0 1 0
0 0 1

 
 
 
 
 

1 3 0 3 0 1
0 1 0 1 1 2
0 0 1 0 1 1

   
      
   
   

0 3 5
1 1 2
0 1 1

 
   
 
 



对 ( )m n ij m nA a  的行施以一次某种初等变换得到

归纳：

的矩阵，等于用同种的 m阶初等矩阵左乘A.



要是对A的列施以一次某种初等变换得到的矩阵，    
会等于什么？

将A 的第三列乘2加于第一列，有

5 0 1
5 1 2
2 1 1

 
  
 
 

将 E
1 0 0
0 1 0
2 0 1

 
 
 
 
 

3 0 1 1 0 0
1 1 2 0 1 0
0 1 1 2 0 1

   
      
   
   

5 0 1
5 1 2
2 1 1

 
   
 
 

的第三列乘2加于第一列，
有



对 ( )m n ij m nA a  的列施以一次某种初等变换得到

归纳：

的矩阵，等于用同种的 m阶初等矩阵右乘A.



r

c  

 



定理 1 把矩阵的初等变换与矩阵的乘法运算联系了

起来，从而可以依据矩阵乘法的运算规律得到初等变换

的运算规律，也可以利用矩阵的初等变换去研究矩阵的

乘法.

由定理 1 可得如下推论.

    r





表明，如果A ~B，r 即 A 经一系列初等行

变换变为 B，则有可逆矩阵 P，使 PA = B .

去求出这个可逆矩阵 P 呢?

由于 PA = B PA = B
PE = P

P(A, E) = (B, P) 

(A, E) ~ (B, P)，r

因此，如果对矩阵 (A, E) 作初等行变换，那么，当把 A 

变为 B 时，E 就变为 P .

那么，如何



特别地，如果 B = E，则 P = A-1 ，即

(A, E) ~ (E, A-1).r

我们可以采用下列形式求 A-1 ：

 



  设 





















264
211
112

A 的行最简形矩阵为 F, 求 F，

并求一个可逆矩阵 P，使 PA = F .

  设 ,
032
203

120





















A 证明 A 可逆，并求 A-1 .



 .  

           
1BA矩阵

的方法，还可用于求利用初等行变换求逆阵

E

)()(       11 BAEBAA  

)( BA

BA 1

即

初等行变换



    求解矩阵方程 AX = B， 其中

.
52
02
11

,
231
221
312










































 BA



小结

1. 单位矩阵             初等矩阵.
一次初等变换

2.   利用初等变换求逆阵的步骤是:

    ;1 







E
A

EA 或构造矩阵 

   

.,,

(,

,2

1

1



 








AEEA

E
A

AE

EAEA

对应部分即为后划为单位阵将变换

施行初等列或对对应部分即为右边后

化为单位矩阵将施行初等行变换对 


