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第二章 矩阵及其运算

第 1 节 线性方程组和矩阵

第 2 节 矩阵的运算

教学
主要
内容

1.矩阵的概念；

2.矩阵的加法和数与矩阵的乘法的定义及应用；

3.矩阵乘法的定义及性质；

4.矩阵的转置；

5.方阵的行列式。

教学
目标

【知识目标】：①理解矩阵的概念，掌握矩阵的加法和数与矩阵的乘法的定义及应用

②理解并熟练的掌握矩阵的乘法，掌握矩阵乘法的性质。

【能力目标】：①通过在教师引导下探索新知的过程，培养学生观察、分析、判断、归

纳的自学能力；②锻炼学生联系、对应、转化的辩证思想。

【情感目标】：通过运用探究式的方法，激发学生观察、分析、探求的兴趣和热情，培

养学生积极探索的科学态度，让学生体会数学问题从抽象到具体的转化

过程，体会数学之美，从而激发学生学习数学的兴趣和信心。

教材
分析

重点 矩阵乘法的定义。

难点 矩阵相乘的计算及性质。

教学方法
与手段

多媒体辅助教学和探究式教学法

学习
方法

学生可利用教师准备的引例，通过对引例的计算，不断观察、分析、探索、归

纳总结，推广到一般情况。

教 学
学时数

4 学时，180 分钟。
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(一)矩阵的概念

引例：矩阵一直被认为是线性代数中最基本的内容，同时也认为是最有用的内容。

先看一个趣味逻辑题（类似这样的小问题幼儿园中班以上的小朋友已经开始接触，

不过就是比较初级一些）

问题描述：5个房子有 5个门，分别是黄、蓝、红、绿、橙

5个人物：小明，小红，小兰，小白，小黄

宠物 5个：蜗牛，小狗，小猫，小白兔，小金鱼

饮料 5种：水，茶，牛奶，果汁，咖啡

事物 5种：洋葱，香蕉，苹果，蘑菇，蛋糕

小明住在红门的房子里;

喝牛奶的住在中间房子里;

小白有只小猫，邻居有只小金鱼,

小黄住在最左边的房子里;

住在绿门房子里的喝咖啡;

吃洋葱的住在吃苹果的右边;

小兰喝茶还有只小狗;

吃蛋糕的喝果汁;

绿门房子在最右边，橙门房子在其左边;

吃苹果的邻居有只小狗;

吃蘑菇的有只小蜗牛;

小白吃香蕉;

住在黄门房子里的吃苹果;

小黄的邻居家的房门是蓝色的。

提出问题：谁喝水？谁有只小金鱼？

做法：数表

信息 房子 房子 1 房子 2 房子 3 房子 4 房子⑤

门 黄色 蓝色 红色 橙色 绿色

人物 小黄 小兰 小明 小红 小白
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宠物 小白兔 小狗 小蜗牛 小金鱼 小猫

饮料 水 喝茶 牛奶 果汁 咖啡

食物 苹果 洋葱 蘑菇 蛋糕 香蕉

表格填入信息顺序: 1.喝牛奶的住在中间房子里

2.小黄住在最左边的房子里

3.小黄的邻居家的房门是蓝色的

4.绿门房子在最右边，橙门房子在其左边

5.小明住在红门的房子里

6.住在黄门房子里的吃苹果

7.吃苹果的邻居有只小狗

8.小兰喝茶还有只小狗

9.吃洋葱的住在吃苹果的右边

10.吃蛋糕的喝果汁

11.小白吃香蕉

答案：小黄喝水，小红有只小金鱼

这个解题方法的最关键是做了一张数表。

这样的数表在我们的生活中非常多，列车时刻表，航班信息表，股票行情表，课

表等等。

当我们把这些数表中所代表的具体事项去掉，只单独抽象出这些数字来，就得到

了一些矩阵的数表，这些数表就称矩阵。

线性方程组

《孙子算经》中的“鸡兔同笼”问题，明代数学家程大位的《算法统宗》里的大小

和尚分馒头问题，都是线性方程组的问题。

设有 n个未知数m个方程的线性方程组

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

   
    


    







n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

其中 ija 表示第 i 个方程中第 j 个未知量 jx 的系数， ib 是常数项。
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非齐次线性方程组（常数项不全为零），齐次线性方程组（常数项全为零）。

对于线性方程组，需要讨论如下问题：

（1）方程组是否有解？（2）在方程组有解时，解是否惟一？（3）如果有多个解，

如何求出它的所有解？

而这一系列的问题都是系数和常数项确定的。

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

 
 
 
 
 
 




    


n

n

m m mn m

a a a b
a a a b

a a a b

由m行 n 列构成的矩形阵列，

如 5 行 4 列的矩形阵列

1 5 1 1 1
1 2 1 3 3
3 8 1 1 1
1 9 3 7 7

   
  
 
 

 

这些矩形阵列称为矩阵。

矩阵的定义

定义 2.1 由m n 个数 ija （ 1, 2, , , 1, 2, ,i m j n   ）按一定次序排列成的一

个m行 n 列的矩形表，称为一个m行 n 列的矩阵，简称m n 矩阵，记作

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

a a a

 
 
 
 
 
 




   


，其中 i ja 称为矩阵第 i 行第 j 列的元素。

注意： 矩阵用大写黑体字母 , , ,A B C 表示，为了表明行数和列数的情况下，可用

m nA 表示，或 ( )ij m na  ，常用写法 ( ) ij m naA = ，英文单词 matrix。

（二）几种特殊的矩阵

1. 零矩阵 所有元素均为 0 的矩阵，称为零矩阵，记作O。

2. 行矩阵与列矩阵
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行数为 1 的矩阵：  11 12 1, ,  na a a 称为行矩阵，也称为 m 维列向量；

列数为 1 的矩阵

1

2

 
 
 
 
 
 



m

a
a

a

称为列矩阵，也称为列向量。

3. 方阵 当 m n时，即矩阵的行数和列数相同时，称矩阵为方阵

11 12 1

21 22 2

1 2



 
 
 
 
 
 




   


n

n
m n

n n nn

a a a
a a a

a a a

A

主对角线，副对角线（只有方阵才有）

方阵中的特殊矩阵：上三角阵，下三角阵，对角阵，数量阵，单位阵

对角阵 想一下对角阵首先要有什么？首先得有对角线，所以必须是方阵。

11

22

0 0
0 0

0 0 nn

a
a

a

 
 
 
 
 
 




   




若主对角线上的元素都是 1，就又得到特殊矩阵为: E

若对角线上的元素都是相同的数 k，得到的特殊矩阵为

0 0
0 0

0 0

 
 
 
 
 
 




   


k
k

k

这个矩阵称作数量矩阵。

矩阵相等的概念

如果两个矩阵行数相等、列数也相等时，称这两个矩阵是同型矩阵。

定义 2.2（矩阵的相等）如果两个矩阵 A , B 有相同的行数和列数，并且对应位置

上的元素均相等，则称矩阵 A 与 B 相等，记作 A B 。

线性方程组的系数矩阵，增广矩阵，未知数矩阵，常数项矩阵

线性变换

从变量 1x ， 2x ，， nx 到变量 1y ， 2y ，， ny 的线性变换



6

教

学

过

程

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

   
    


    







n n

n n

m m m mn n

y a x a x a x
y a x a x a x

y a x a x a x
对应于矩阵 ( ) ij m naA =

从变量 1x ， 2x ，， nx 到变量 1y ， 2y ，， ny 的恒等变换

1 1

2 2


 


 



n n

y x
y x

y x
对应单位矩阵

（三）矩阵的加法和数与矩阵的乘法（线性运算）

例 1 有两种物资从 3 个产地运往 4 个销地，两次调运方案分别为矩阵 A 与 B，

3 5 7 2
2 0 4 3
0 1 2 3

=
 
 
 
 
 

A ,

1 3 2 0
2 1 5 7
0 6 4 8

=
 
 
 
 
 

B ，则从各个产地运往各销地两次的物资调

运量共为？

思考：两个矩阵可以做加法需要满足什么条件？如何加？

定义 2.3 两个m 行 n 列的矩阵 ( )ijaA ， ( )ijbB 对应位置元素相加得到的m 行

n 列的矩阵，称为矩阵 A 与 B 的和，记做 A B 。

例2 设3个产地与4个销地之间的里程为矩阵 A ，

1 2 0 1 7 5 8 0 9 0
8 0 1 3 0 4 0 5 0

1 3 5 1 9 0 9 5 1 0 5

 
 
 
 
 

A =

已知货物每吨公里为 1.5 元，则各产地与各销地之间每吨货物的运费可记为？

定义 2.4 以数 k 乘矩阵 A 的每一个元素所得到的矩阵，称为数 k 与矩阵 A 的积，

记作 kA 。如果 ( )ijaA ， ( )ijbB ，那么 = ( ) ( )i j i jk k a kaA 。

例 3 已知

3 1 2 0
1 5 7 9
2 4 6 8

 
 
 
 
 

A = ，
7 5 2 4
5 1 9 7
3 2 1 6

 
 
 
  

B = ，且 +A 2X = B ,

求 X 。

（四)矩阵的乘法
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设两个商店销售三种电视机的数量由矩阵 A表示

三种电视机的零售单价由矩阵 B表示

矩阵 A表示两车间生产三种产品的数量

矩阵B表示三种产品的单位产品消耗两种原料的数量

我们将上面例题中矩阵之间的这种关系定义为矩阵的乘法

定义 2.5 设矩阵 A(aik)ml的列数与矩阵 B(bkj)ln的行数相同 则由元素

        1 1 2 2   ij i j i j il ljc a b a b a b      

          
1

l

ik kj
k
a b


 (i1 2  m j1 2  n) 

构成的 m行 n列矩阵 

        
1

( ) ( )
l

ij m n ik kj m n
k

c a b 


  C  

称为矩阵 A与矩阵 B的积 记为 CAB或 AB

矩阵乘法的规则：

（1）两矩阵相乘时，前矩阵（居左）每一行（如第 i 行）的各元素与后矩阵（居

右）每一列（如第 j 列）中顺次对应的各元素相乘再相加，从而得到乘积矩阵（第 i 行

第 j 列）的元素。

12 8 10
14 9 6
 

  
 

A

2.5
3

3.5

 
   
 
 

B
2.5

12 8 10 89
3

14 9 6 83
3.5

 
              

 

C AB

15 6 10
12 8 9
 

  
 

A

2 4.5
1.5 6
3 4

 
   
 
 

B

2 4.5
15 6 10 69 143.5

1.5 6
12 8 9 63 138

3 4

 
              

 

C AB
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（2）为保证规则（1），前矩阵的列数应与后矩阵的的行数相等，否则两矩阵不能

相乘。

（3） 乘积矩阵的行数与前矩阵相同，乘积矩阵的列数与后矩阵相同。

例 4 计算下列矩阵的乘积，并观察结果，探讨性质

1 2
(1) 4 0

3 5

 
   
 
 

A ,
3 1
2 4
 

  
 

B ，求 AB 和 BA 。

矩阵与矩阵相乘不满足交换律， AB 有意义，但 BA 不一定有意义。

2
(2) 3

1

 
   
 
 

A ，  5 6 4B , 求 AB 和 BA .

AB 和 BA 都有意义，但不同型。

(3)
2 4
1 2
 

  
A ，

2 4
3 6

 
   

B ，求 AB 和 BA 。

（4）
1 1
0 1
 

 
 

A ,
1 2
0 1
 

 
 

B ，求 AB 和 BA 。

如果同阶方阵 A 和 B 满足 =AB BA ,则称 A 和 B 可交换。

（5）
1 2
0 3
 

 
 

A ，
1 0
0 4
 

 
 

B ，
1 1
0 0
 

 
 

C ，求 AC 和 BC 。

AC = BC ，但 A B

结论，矩阵乘法不满足消去律。

矩阵乘法与数的乘法的不同：1.矩阵乘法不满足交换律；2.不满足消去律；3.有非

零的零因子

矩阵乘法的性质

(1)( ) ( )AB C A BC （结合律） (2)( ) A+ B C AC + BC (3) ( ) C A+ B CA+CB

(4) ( ) ( ) ( )k k k AB A B A B (5)EA= AE = A

(五)方阵的正整数幂

k

k

 A A A 0 A E  k l k lA A A ( ) k k kBAB A

(六)矩阵的转置
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运算规律

( ) T TA A ( )  T T TA B A B ( ) T Tk kA A

问题： ( ) ?TAB

对称阵与反对称阵

对称阵： TA A ( ij jia a )

反对称阵： T  A A (  ij jia a )

证明： T TA A,A+ A 是对称阵， TA A 是反对称阵

得到结论： 2 2
 


T TA A A AA = 任一方阵都可以分解成对称阵与反对称阵的和。

（工程上很有用）

练习：课本

（七）方阵的行列式

n阶矩阵 A的所有元素，按原来次序构成的 n阶行列式，称为矩阵 A的行列式，记

作 A 或 det A

2 4
1 2
 

  
A ，

2 4
1 2





A ，

1 2 0
1 0 8
2 0 0

 
  
 
 

A ,
1 2 0
1 0 8
2 0 0

A

方阵的行列式的性质

设 ,A B 为 n阶矩阵，则

（1） T A A

（2） nk kA A

设
2 4
1 2
 

  
A ,

2 4
3 6

 
   

B

请思考 （3）  AB A B (4) AB BA

例 1 设 A为 n阶矩阵，若已知 mA ，求 m A

例 2 设 A为 3 阶矩阵，且 2 A ，求
2 T A A A
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例 3 2 A ， 3B ,求 5AB , TAB ,   1AB

(八)课堂小结

请学生回答这节课学到了什么内容？
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第 3 节 逆矩阵

教学
主要
内容

逆矩阵的定义，逆矩阵的求法，逆矩阵的应用。

教学
目标

【知识目标】：①逆矩阵的定义；②会求矩阵的逆矩阵。

【能力目标】：①通过在教师引导下探索新知的过程，培养学生观察、分析、判断、归

纳的自学能力；②锻炼学生联系、对应、转化的辩证思想。

【情感目标】：通过探索、归纳、总结的过程，激发学生观察、分析、探求的兴趣和热

情，培养学生积极探索的科学态度，探索事物本质属性的欲望。

教材
分析

重点 逆矩阵的求法。

难点 逆矩阵的求法及应用。

教学方法
与手段

探究式教学法+粉笔黑板。

学习
方法

学生可利用教师精心准备的例题，通过教师的引导，不断观察、分析、探

索、归纳总结解决问题的方法.

教 学
学时数

2 学时，90 分钟。
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数（一阶方阵） n阶方阵

事实 1 1 a a a，任意的a  EA AE A，任意的 A

0a  存 在 b ， 使 得

1 ab ba

A满足？存在B使得

 BAB A E

应用 1ba ，

ax c  1  x x bax bc

BA E ， AX C 

X EX = BAX

1ab ，

xa c  1  x x xab cb

AB E , XA C 

X XE = XAB = CB

(一)逆矩阵的概念和性质

定义 1 设 A是 n阶方阵，如果存在 n阶方阵 B，使得

则称 A为可逆矩阵，而 B称为 A 的逆矩阵，记为 1A 。

逆矩阵的性质

（1） 若矩阵 A可逆，则 1A 也可逆，且   11  A A。

（2） 若矩阵 A可逆，数 0k  ，则 1 11( )k
k

 A A 。

（3） 两个同阶可逆矩阵 A，B的乘积是可逆矩阵，且 1 1 1( )  AB B A 。

(4) 若矩阵 A可逆，则 A的转置矩阵 TA 也可逆，且 1 1( ) ( )T T A A 。

(5) 若矩阵 A可逆，则
11  A A 。

推论：设 A是 n阶方阵，如果存在 n阶方阵B满足 AB = E (或者BA = E ),则 n阶

方阵 A可逆，且 1 A B。

例 1 设 n阶方阵 A满足 2 2A E ，证明矩阵 A E 可逆，并求 1( )A E 。

方阵可逆的条件及逆矩阵的求法

思考：(1) 什么条件下 A才可逆?

(2)如果可逆, 如何求 1A ？

若 A可逆, 两边取行列式

 AB BA E

,AB E

1 ,   AB A B E 0 . A
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定义 2 若 n阶矩阵 A的行列式 0A ，则称 A为非奇异矩阵(或非退化的)，否则称

A为奇异矩阵(或退化的) 。

0A 是 A可逆的必要条件。

以上的第一个问题解决了，那么当一个矩阵可逆时，它的逆矩阵如何求解，这又

是摆在我们面前的新问题了，翻了一座大山又是一座，解决了一个又是一个。

下面重点考虑如何求一个可逆矩阵的逆矩阵

以下面的例题为例进行分析

请同学们回忆余子式，代数余子式的定义，并写出矩阵 A的所有代数余子式

定义 3 代数余子式, 称矩阵

，为 A的伴随矩阵.

强调伴随矩阵代数余子式的书写特点。

请写出矩阵 A的伴随矩阵

5 2 1
10 2 2
7 2 1



  
   
  

A

请计算 *AA 和 *A A

请同学们回答发现了什么？  * *AA A A A E

该性质对任意矩阵都成立吗？

性质  * *AA A A A E

以上性质告诉了我们什么？

告诉了我们当矩阵可逆时，它的逆是什么的问题。

11 21 1

12 22 2

1 2

n

n

n n nn



 
 
 
 
 
 




   


A A A
A A A

A

A A A

1 0 1
2 1 0
3 2 5

 
   
   

A

11 12 1 11 21 1

21 22 2 12 22 2

1 2 1 2

n n

n n

n n nn n n nn

a a a
a a a

a a a



  
  
    
  
  
  

 
 

       
 

*

A A A
A A A

AA A A A E

A A A
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到现在我们试着把已得到的结论梳理在一起。

1.矩阵 A的行列式 0A ，则称 A为非奇异；

2. 1 1 A A
A

；

请同学们在思考， A为非奇异，即 A可逆时， A 是什么？

A可逆时，利用定义知， 1 AA E ,则 1 A A E ，即 1 1 A A ，

得 0A 。

3. A可逆时， 0A 。

将这节课得到的以上 3 个重要结论总结成一个定理，就是

定理 1 矩阵 A是可逆的充分必要条件是 A非奇异，当 A可逆时，有

以上定理给出了我们本节最需要解决的问题的答案。

逆矩阵的求法归纳：

1.利用 A 的值为零或不为零，判断 A不可逆还是可逆；

2.当 A可逆时，求出 A的伴随矩阵；

3.根据公式 写出 A的逆矩阵。

例 2 矩阵

1 0 1
2 1 0
3 2 5

 
   
   

A 是否可逆，若可逆，求其逆矩阵。

(二)逆矩阵的应用

例 3 设 求矩阵 X 使满足AXB=C。

(三)课堂小结

熟练掌握逆矩阵的求法。

1 1 A A
A

1 *1 A A
A

1 2 3 1 3
2 1

2 2 1 , , 2 0 ,
5 3

3 4 3 3 1

   
              

   

A B C
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第二章 矩阵及其运算

逆矩阵的相关证明、计算，克莱默法则，分块矩阵

教学
主要
内容

1.逆矩阵的证明问题

2.逆矩阵的计算问题

3.分块矩阵

教
学
目
标

【知识目标】：①掌握逆矩阵的证明和计算问题；②了解分块矩阵。

【能力目标】：①通过在教师引导下探索新知的过程，培养学生观察、分析、判断、归纳

的自学能力；②锻炼学生联系、对应、转化的辩证思想。

【情感目标】：通过探索、归纳、总结的过程，激发学生观察、分析、探求的兴趣和热情，

培养学生积极探索的科学态度，探索事物本质属性的欲望。

教材
分析

重点 逆矩阵的证明和计算问题

难点 逆矩阵的证明问题

教学方法与
手段 探究式教学法+黑板粉笔

学习
方法

学生可利用教师精心准备的例题，通过教师的引导，不断观察、分析、探

索、归纳总结。

教 学
学时数

2 学时，90 分钟。
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(一)复习引入

1.想一想： 复习逆矩阵的定义，可逆的充要条件，逆矩阵的求法

（1）

1 2 3

2 3

1 3

2 4 3

2 1

3







x + x + x =

x + x =

x + x =

（2）设

1 2 3
2 2 1
3 4 3

 
   
 
 

A ,
2 1
5 3
 

  
 

B ,

1 3
2 0
3 1

 
   
 
 

C ,求矩阵 X ,使其满足 AXB C 。

（3）设
1 2
1 4
 

  
 

P ,
1 0
0 2
 

  
 

Λ , AP PΛ,求 nA 。

矩阵多项式及其运算

设 m
m10 xaxaa(x)   为 x的m次多项式， A为n阶矩阵，记

( ) m
0 1 ma a a    A E A A

( ) A 称为矩阵 A的m次多项式.43 页 15 题。

(二)分块矩阵

分块矩阵的概念

将大矩阵 A用若干条纵线和横线分成多个小矩阵，每个小矩阵称为 A的子块，以子

块为元素的形式上的矩阵称为分块矩阵。

以矩阵

1 0 0 3

0 1 0 1

0 0 1 0

0 0 0 1

 
  
 
 
 

=A 为例说明，矩阵都有哪些分块的方法。

分块矩阵的运算

以矩阵

1 0 1 3

0 1 2 4

0 0 1 0

0 0 0 1

 
 
 
 
 

 

=A ，

1 2 0 0

2 0 0 0

6 3 1 0

0 2 0 1

 
 
 
 
 

 

=B ,分析分块矩阵的加法，数乘，乘法运

算，分块矩阵的转置

（1） 加法运算：设矩阵 A和B的行数相同、列数相同，并采用相同的分块法，则

+A B的每个分块是 A和B中对应分块之和；
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（2） 数乘运算：设 A是一个分块矩阵， k为一实数，则 kA的每个子块是 k与 A中

相应子块的数乘；

（3） 乘法运算：两分块矩阵 A和B的乘积依然按照普通矩阵的乘积进行运算，即

把矩阵 A和B中的子块当作数量一样来对待，但对于乘积 AB，A的列的划分必须与B的

行的划分一致；

（4） 分块矩阵的转置

设矩阵

5 2 0 0

2 1 0 0

0 0 8 3

0 0 5 2

 
 
 
 
 
 

C ，

5 0 0

0 3 1

0 2 1

 
   
 
 

D 如何分块，最简洁，最好？

（5） 分块对角矩阵

设 A为n阶矩阵，若 A的分块矩阵只有对角线上有非零子块，其余子块都为零矩阵，

且

在对角线上的子块都是方阵，即

1

2

s

 
 
 
 
 
 
 



A O

A
A =

O A

，其中 iA 都是方阵。

分块对角矩阵的性质

1. 若  0iA ，则 0A ，且 s 
1 2

A A A A

2.

s








 
 
 
 
 
 
 



1

1

1
1` 2

1

A O

A
A =

O A

(三)课堂小结

熟悉逆矩阵的证明和计算相关的问题；了解分块处理矩阵的思想和分块运算的原则

(四)思考题：

计算行列式时，可以利用行列式的性质将行列式化为上三角形式，从而简化计算，

那么，把行列式的某些性质应用到矩阵上，会给矩阵的运算带来什么方便那


