
第一节 随机变量

一、随机变量的引入

二、随机变量的概念

三、小结



一、随机变量的引入

1. 为什么引入随机变量?       

概率论是从数量上来研究随机现象内在规律

性的，为了更方便有力的研究随机现象，就要用数

学分析的方法来研究，就需将任意的随机事件数量

化.   当把一些非数量表示的随机事件用数字来表示

时，就建立起了随机变量的概念．



例1     在一装有红球、白球的袋中任摸一个球,     

观察摸出球的颜色.     

S={红色、白色}

非数量

将S数量化
?

可采用下列方法
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2. 随机变量的引入



即有 X (红色)=1 ,     
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X (白色)=0.     

这样便将非数量的 S={红色，白色} 数量化了.     



例2    抛掷骰子,    观察出现的点数.     

S={1，2，3，4，5，6}

样本点本身就是数量

恒等变换eeX =)(

,1)1( =X ,2)2( =X ,3)3( =X ,4)4( =X ,5)5( =X

,6)6( =X 且有 .)6,5,4,3,2,1(,
6

1
}{ === iiXP



二、随机变量的概念

定义 .}{eS =设随机试验的样本空间 =X

.)( 上的单值实值函数是定义在样本空间SeX 称

.)( 为随机变量eXX =

对应的与实数下图画出了样本点 )(eXXe =

示意图.      
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说明

(1)随机变量与普通的函数不同

随机变量是一个函数,     但它与普通的函数有着

本质的差别,      普通函数是定义在实数轴上的,     而随

机变量是定义在样本空间上的(样本空间的元素不

一定是实数).       

(2)随机变量的取值具有一定的概率规律

随机变量随着试验的结果不同而取不同的值,      

由于试验的各个结果的出现具有一定的概率,        因此



随机变量的取值也有一定的概率规律.       

(3)随机变量与随机事件的关系

随机事件包容在随机变量这个范围更广的概

念之内.     或者说:随机事件是从静态的观点来研究随

机现象,      而随机变量则是从动态的观点来研究随机

现象.      



例3     设某射手每次射击打中目标的概率是0.8,   

该射手不断向目标射击,      直到击中目标为止,      则

,)( 所需射击次数=eX

是一个随机变量.    

且X(e)的所有可能取值为:     

.,3,2,1 

现



例4     某公共汽车站每隔 5 分钟有一辆汽车通过，

如果某人到达该车站的时刻是随机的,      则

,)( 此人的等车时间=eX

是一个随机变量.     

且X(e)的所有可能取值

为:    .]5,0[

补充例题

2.1 补充例题.ppt#1. 补充例题               


三、小结

随机变量是定义在样本空间上的一种特殊的函

数．

与普通的函数不同，随机变量的取值具有一定

的概率规律.



一、离散型随机变量的分布律

二、常见离散型随机变量的概率分布

三、小结

第二节 离散型随机变量及其分布律



一、离散型随机变量的分布律

所有可能取的值为设离散型随机变量X

,),2,1( =kxk

,取各个可能值的概率X }{ kxX =即事件 的概率,为

)( kxXP = = kp .,2,1 =k

由概率的定义,    :满足如下两个条件kp

;,2,1,01  = kpk

.12
1

=


=k

kp


.的分布律称此为离散型随机变量X

说明：



分布律也可以用表格的形式来表示:       

X

k
p


n

xxx
21


n

ppp
21

取各个值的概变量表格直观地表示了随机 X

率的规律.       ,取各个值各占一些概率X 这些概率合

起来是1.     可以想象成:      概率1以一定的规律分布在

各个可能值上.           



例1     设一汽车在开往目的地的道路上需经过4组信

号灯,          通的概率允许或禁止汽车每组信号灯以 21

,表示汽车首次停下时以X 它已通过的信号灯

组数，

.分布律求X

解 .车通过的概率表示每组信号灯禁止汽以p

的分布律为易知X

.过

假设各组信号灯的工作是相互独立的,



k
p

X 43210

p pp)1( − pp
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)1( − pp
3

)1( − 4
)1( p−

或写成

}{ kXP = = ,)1( pp
k− ,3,2,1,0=k

}4{ =XP = .)1(
4

p−

代入得以 21=p

X

k
p

43210

5.0 25.0  125.0  0625.0  0625.0



二、常见离散型随机变量的概率分布

(一)  (0―1)分布

,10 两个值与只可能取设随机变量X 其分布是

}{ kXP = = ,)1(
1 kk

pp
−− 1,0=k ,)10(  p

.)10( 分布或两点分布为参数的服从以则称 −pX

(0―1)分布的分布律也可写成

X

k
p

0
p−1

1
p



实例 “抛硬币”试验,       观察正、反两面情况.       

)(eXX =
,1




=
,0 ,正面当 =e

.反面当 =e

随机变量X服从(0―1)分布.  

X

k
p

0 1

2

1

2

1
其分布律为



对于一个随机试验,      如果它的样本空间只包含

两个元素,      ,},{ 21 eeS =即 上定义一个我们总能在S

服从(0―1)分布的随机变量

X = )(eX =


 ,,0 1ee =当

.,1 2ee =当

来描述这个随机试验的结果.          两点分布随机数演示

../../../demo/randtool/randtool.exe


(二)  伯努利试验、二项分布

:只有两个可能结果设试验E ,AA及 为则称E

伯努利(Bernoulli)实验.       ,)10()( = ppAp设 此

.1)( pAP −=时 ,次独立重复进行将 nE 则称这一

.重伯努利试验串重复独立的试验为n

它有广泛的应用,        是研究最多的模型之一.         

伯努利资料

n重伯努利试验是一种非常重要的数学模型，



实例1 抛一枚硬币观察得到正面或反面. 若将硬

币抛 n 次,就是n重伯努利试验.      

实例2 抛一颗骰子n次,观察是否 “出现 1 点”, 

就

是 n重伯努利试验.         二项概率公式

,发生的次数重伯努利试验中事件表示若 AnX

所有可能取的值为则X

.,,2,1,0 n



,)0( 时当 nkkX = .次次试验中发生在即 knA



次k

AAA , 
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

次kn
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次的方式共有次试验中发生在得 knA ,种








k

n

且两两互不相容.    
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称这样的分布为二项分布.记为 .),(~ pnbX

次的概率为次试验中发生在因此 knA
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的分布律为得X

二项分布 1=n 两点分布



二项分布的图形 二项分布随机数演示

../../../DEMO/RANDTOOL/RANDTOOL.EXE


例如 在相同条件下相互独立地进行 5 次射击,每

次射击时击中目标的概率为 0.6 ,则击中目标的次

数 X 服从 b (5,0.6) 的二项分布.       

5
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二项分布随机数演示

../../../DEMO/RANDTOOL/RANDTOOL.EXE


例2   按规定,       某种型号的电子元件的使用寿命超过

1500小时的为一等品.       已知某一大批产品的一级品

率为0.2,        现在从中随机抽查20只.       问20只元件中恰

？为一级品的概率是多少只有 )20,,2,1,0( =kk

解

因而此抽样可近似当作放回抽样来处理,    

这是不放回抽样.       但由于这批元件的总数很大, 

且抽查元件的数量相对于元件的总数来说又很小, 

这样做有

一些误差,      但误差不大.       我们把检查一只会元件看

它是否为一等品看成是一次试验,      检查20只元件相



当于做20重伯努利试验.        只元件中一级记以 20X

品的只数,        那么,       ,是一个随机变量X 且有

).2.0,20(~ bX 所求概率为

}{ kXP = = ,)8.0()2.0(
20

20 kk

k

−








.20,,1,0 =k

将计算结果列表如下:      



012.0}0{ ==XP

058.0}1{ ==XP

137.0}2{ ==XP

205.0}3{ ==XP

218.0}4{ ==XP

175.0}5{ ==XP

109.0}6{ ==XP

055.0}7{ ==XP

022.0}8{ ==XP

007.0}9{ ==XP

002.0}10{ ==XP

时当 11,001.0}{ = kkXP



图示概率分布



例3     某人进行射击,          假设每次射击的命中率为0.02, 

独立射击400次,       试求至少击中两次的概率.      

解 将一次射击看成是一次试验.       设击中的次数为

,X .)02.0,400(~ bX则 的分布律为X

}{ kXP = ,)98.0()02.0(
400

400 kk

k

−








= .400,,1,0 =k



于是所求概率为

}2{ XP }1{ =− XP= }0{1 =− XP

399
)98.0)(02.0(400−= 400

)98.0(1− = .9972.0

结果的实际意义：

1. 决不能轻视小概率事件.           

2.由实际推断原理,    我们怀疑“每次射击命中率为

0.02”这一假设,         认为该射手射击的命中率不到0.02     



例4       设有80台同类型设备,        各台工作是相互独立

的,        发生故障的概率都是 0.01,       且一台设备的故障

能由一个人处理.          考虑两种配备维修工人的方法,    

其一是由4人维护,        每人负责20台;    其二是由3人共

共同维护80台.      试比较这两种方法在设备发生故障

时不能及时维修的概率的大小.          

解 按第一种方法,      台中人维护的第记以 201“X

同一时刻发生故障的台数”， 表示以 )4,3,2,1( =iAi

,”20“ 维修台中发生故障不能及时人维护第事件 i



则知80台中发生故障而不能及时维修的概率为

)( 4321 AAAAP  )( 1AP .}2{ XP=

,)01.0,20(~ bX而 故有

}2{ XP = 
=

=−
1

0

}{1
k

kXP

= kk

k k

−

=

 







− 20

1

0

)99.0()01.0(
20

1

= .0169.0



按第二种方法,    台中同一时刻发生故记以 80Y

障的台数,       此时,       ,)01.0,80(~ bY 故80台中发生故障

而不能及时维修的概率为

}4{ YP = 
=

−








−

3

0

80
)99.0()01.0(

80
1

k

kk

k
= .0087.0

我们发现,           在后一种情况尽管任务重了(每人平

均维护约27台),             但工作效率不仅没有降低,              反而提

高了.             



(三) 泊松分布

,,2,1,0 所有可能取的值为设随机变量X 而

取各个值的概率为

}{ kXP = = ,
!

e

k

k  −

,,2,1,0 =k

，是常数其中 0 ,的泊松分布服从参数为则称 X

.)(~ X记为

泊松资料



泊松分布的图形



泊松分布的背景及应用

二十世纪初卢瑟福和盖克两位科学家在观察

与分析放射性物质放出的粒子个数的情况时,       他们

做了2608次观察(每次时间为7.5秒), 发现放射性物

质在规定的一段时间内,      其放射的粒子数X服从泊

松分布.     



电话呼唤次数 交通事故次数商场接待的顾客数

地震 火山爆发 特大洪水



上面我们提到

二项分布
)( +→→ nnp 
泊松分布



泊松定理 ,0是一个常数设  是任意正整n

数,    ,=nnp设 ,k整数则对于任一固定的非负 有
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nn pnnp 很大时意味着当常数定理的条件 )(=

必定很小,     因此,     ,很大上述定理表明当n (很小p

时有以下近似式)=np



.)( np=其中

率值可以为参数的二项分布的概也就是说以 pn,

.似的泊松分布的概率值近由参数为 np= 上式

也能用来作二项分布概率的近似计算.     
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例5        计算机硬件公司制造某种特殊型号的微型芯

次品率达0.1%,        各芯片成为次品相互独立.      

在1000只产品中至少有2只次品的概率.      记产以X

品中的次品数,        ).001.0,1000(~ bX

解 所求概率为

}2{ XP = }1{}0{1 =−=− XPXP

= )001.0()999.0(
1

1000
)999.0(1

9991000








−−

 3680635.03676954.01 −−  2642411.0

片, 求



利用近似计算得：  = 001.01000 = ,1

}2{ XP = }1{}0{1 =−=− XPXP

= 11
ee1
−− −−  2642411.0

显然利用近似计算来得方便.     

一般,    ,20n当

.)1(
!

的近似值颇佳作为用 knk
k

pp
k

n

k

e −
−

−








时采用近似计算：05.0p
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 两点分布

二项分布

泊松分布

几何分布

二项分布

泊松分布

1010 .p,n 

两点分布

1=n

三、小结
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参数为服从二项分布

那么分布并且相互独立它们都服从

次试验失败若第

次试验成功，若第

设每次试验成功的概率为立重复伯努利试验

次独对于分布的推广二项分布是
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nnppn

np
k

knk

=

−







==

→=

−−

即为参数的泊松分布于以

时趋当为参数的二项分布以







一、分布函数的概念

二、分布函数的性质

三、例题讲解

四、小结

第三节 随机变量的分布函数



对于随机变量X, 我们不仅要知道X 取哪些值, 

要知道 X 取这些值的概率 ; 而且更重要的是想知

道 X 在任意有限区间(a,b)内取值的概率.      

}{ 21 xXxP  }{}{ 12 xXPxXP −=

)(
2

xF )(
1

xF

}{ 21 xXxP 

分布
函数

).()( 12 xFxF −=


?

一、分布函数的概念

例如 .],( 21 内的概率落在区间求随机变量 xxX

1.概念的引入



2.分布函数的定义

说明

(1) 分布函数主要研究随机变量在某一区间内取值

的概率情况.             

.)()2( 的一个普通实函数是分布函数 xxF

,是一个随机变量设X ,是任意实数x 函数

)(xF = ,}{ xXP  − x

.的分布函数称为X



实例 抛掷均匀硬币, 令





=
.,0

,,1

出反面

出正面
X

求随机变量 X 的分布函数.    

解 }1{ =Xp }0{ == Xp ,
2

1
=

•

0
•

1 x
,0时当 x

;0=}0{)( = xXPxF



•

0
•

1 x

,10 时当  x

}{)( xXPxF = }0{ == XP ;
2

1
=

,1时当 x

}{)( xXPxF =

}0{ == XP }1{ =+ XP

2

1

2

1
+= .1= 

















=

.1,1

,10,
2

1

,0,0

)(

x

x

x

xF得



二、分布函数的性质

.)(1 是一个不减函数xF


事实上,        ,)(, 2121 xxxx 由定义知对任意实数

有

)()( 12 xFxF − = }{ 21 xXxP  .0

,1)(02  xF
 且

)(−F = )(lim xF
x −→

= ,0

)(F = )(lim xF
x →

= .1



,}{)( xXPxF =

；0}{lim)(lim ==
−→−→

xXPxF
xx

xo

xo

证明 ,越来越小时当 x

,}{ 的值也越来越小xXP  有时因而当 ,−→x

.),(,,),(

,}{,

内必然落在时当

而的值也不会减小增大时当同样

−→−



XxxX

xXPx

.1}{lim)(lim ==
→→

xXPxF
xx

所以



,)()0(3 xFxF =+
.)( 是右连续的即 xF





















=

.,1

,,

,0,

,0,0

)(

2

212

11

xx

xxxp

xxp

x

xF

xo

)(xF

•

1
x

•

2
x


1

p


2

p

1

注意

.)(1}{ aFaXP −=



重要公式

,)()(}{)1( aFbFbXaP −=

.)(1}{)2( aFaXP −=

证明 ,}{}{}{ bXaaXbX = 因为

,}{}{ = bXaaX 

,}{}{}{ bXaPaXPbXP +=所以

.)()(}{ aFbFbXaP −=故



  ,,,,,,,, TTTTTHTHTHTTTHHHTHHHTHHHS =

因此分布律为

8

1

8

3

8

3

8

1
3210

p

X

解 则

三、例题讲解

.}31{,}5.5{,}31{

,,

,

 XPXPXP

X

X

列概率值

并求下的分布律及分布函数求”出现的次数

表示“三次中正面将一枚硬币连掷三次例1    

,, 反面正面设 −− TH



;
2

1

8

3

8

1
=+=

,0时当 x

,10 时当  x

求分布函数

}{)( xXPxF =

x
•

o
•

1
•

2
•

3

}{)( xXPxF = }0{ == XP ;
8

1

0

== 
ix

ip

}{)( xXPxF =




=
1ix

ip

}0{ == XP }1{ =+ XP

;0=

,21 时当  x



,32 时当  x

;
8

7

8

3

8

3

8

1
=++=

,3时当 x

}{)( xXPxF =

}{)( xXPxF =




=
2ix

i
p}0{ == XP }1{ =+ XP }2{ =+ XP

x
•

o
•

1
•

2
•

3

.1=


=
3ix

i
p

}0{ == XP }1{ =+ XP

}2{ =+ XP }3{ =+ XP



}31{  XP }3{}1{}3{ =−−= XPXPXP

)1()3( FF −=

8

1

8

4
1 −−=
























=

.3    ,1

,32    ,87

,21    ,84

,10    ,81

,0       ,0

)(

x

x

x

x

x

xF所以

}3{ =− XP

.
8

3
=



}5.5{ XP }5.5{1 −= XP

}31{  XP }1{}3{ −= XPXP

)1()3( FF −=

}5.5{}5.5{1 =+−= XPXP

011 +−= .0=

8

4
1−= .

2

1
=



例2     的分布律为设随机变量X

X

kp

1− 2 3

4

1

2

1

4

1

,的分布函数求X ,}
2

1
{ XP并求 ,}

2

5

2

3
{  XP

.}32{  XP

解 ,03,2,1 三点处的概率不为仅在−X 的而 )(xF

,的累积概率值值是 xX  由概率的有限可加性,    



,之和处的概率的那些知它即为小于或等于 kk pxx

有

)(xF =












，0

,}1{ −=XP

,}2{}1{ =+−= xPXP

,1

,1−x

,21 − x

,32  x

.3x

即



)(xF =












,0 ,1−x

,
4

1
,21 − x

,
4

3
,32  x

,1 .3x

.)( 线的图形是一条阶梯型曲xF

,3,2,1 处有跳跃点曲线在 −=x 跳跃值分别为

.
4

1
,

2

1
,

4

1












2

1
XP = 









2

1
F = ,

4

1










2

5

2

3
XP = 









2

5
F 








−

2

3
F =

4

1

4

3
− = .

2

1

}32{  XP = }2{)2()3( =+− XPFF

2

1

4

3
1 +− .

4

3
= =



一般,     的分布律为设离散型随机变量X

}{ kxXP = = ,kp .,2,1 =k

的分布函数为由概率的可列可加性得X

)(xF = }{ xXP  = ,}{


=
xx

k

i

xXP

即 )(xF = ,
xx

k

k

p

.求和的的这里和式是对所有满足 kxxk  分布函

,),2,1()( 处有跳跃在数 == kxxxF k 其跳跃值为

.}{ kk xXPp ==



例3    一个靶子是半径为2m的圆盘,       设击中靶上任

一同心圆盘上的点的概率与该圆盘面积成正比,       

设射击都能中靶,         .离表示弹着点与圆心的距以X

.的分布函数试求随机变量X

解 ,0x若 ,}{ 是不可能事件则 xX 

并



)(xF }{ xXP = ;0=

,20  x若 由题意,     }0{ xXP  是k,
2

kx=

常数.         ,的值为了确定k ,2=x取

}20{  XP

有

= ,2
2
k

,1}20{ = XP但已知 故得 ,41=k 即

}0{ xXP  =
4

2
x

于是

)(xF = }{ xXP  = }0{ XP }0{ xXP + = .
4

2
x

于是



,2x若 ,}{ 是必然事件由题意 xX  于是

)(xF = }{ xXP  = .1

综上所述,        的分布函数为即得X

)(xF =








,0 ,0x

,
4

2
x

,20  x

,1 .2x

它的图形是一条连续曲线，如下图所示.          











=

.,0

,20,
2)(

其他

若记
t

t

tf

.d)()( ttfxF
x

 −
=则

,],()()( 上的积分在区间恰是非负函数 xtfxF −

.为连续型随机变量此时称X

注意 两类随机变量的分布函数图形的特点不
一样.             



请同学们思考

不同的随机变量,它们的分布函数一定也不相同吗?         

答 不一定.     











−

−

=

.1,1

;11,21

;1,0

)(

x

x

x

xF

函数但它们却有相同的分布同的随机变量

是两个不则不同在样本空间上的对应法与

,

,21 XX



−

=




−
=

.,1

;,1

.,1

;,1
21

出反面

出正面

出反面

出正面
XX

例如抛均匀硬币, 令






==
xx

k

k

pxXPxF }{)(分布函数

分布律 }{ kk xXPp ==

离散型随机变量分布律与分布函数的关系

离散型随机变量分布函数演示
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.}{)( 


==
xx

k

i

pxXPxF

2.分布律与分布函数的关系

1.离散型随机变量的分布函数

四、小结



一、概率密度的概念与性质

二、常见连续型随机变量及其概率分布

三、小结

第四节 连续型随机变量及其概率密度



一、概率密度的概念与性质
1.概率密度函数的定义

,)(xFX的分布函数如果对于随机变量 存在

,)(xf非负可积函数 有使对于任意实数x

)(xF ， −

x

ttf d)(=

,为连续型随机变量则称X 的称为其中函数 Xxf )(

概率密度函数,        简称概率密度.         

连续型随机变量的分布函数是连续函数.        



2.概率密度函数的性质

;0)(1 xf


;1d)(2 =


−
xxf



,)(,3 2121 xxxx 对于任意实数

}{ 21 xXxP  ;d)(
2

1

xxf
x

x)()( 12 xFxF −= =

,)(4 处连续在点若 xxf
 .)()( xfxF =则有



证明 .d)( xxf
+

−
1= )(F =

}{ 21 xXxP  )()( 12 xFxF −=

xxf
x

d)(
2

 −
= xxf

x

d)(
1

 −
−

.d)(
2

1

xxf
x

x=

xo

)(xf

1

1d)( == 
+

−
xxfS

1
S

xxfS
x

x
d)(

2

1
1 =

1
x
•

2
x
•


2


3



.)()(,)(4
o

xfxFxxf =则有处连续在点若

)(}{ aFaXP = ,d)( xxf
a

 −
=

}{1}{ aXPaXP −=

xxfxxf
a

d)(d)(  −



−
−=

)(1 aF−=

xxfxxf
a

d)(d)( 
−

−
+= .d)( xxf

a


=

同时得以下计算公式



注意

对于任意指定值 a,      连续型随机变量取 a的概

率等于零.       即 .0}{ == aXP

证明 }{ aXP = xxf
xa

ax
d)(lim

0 
+

→
= .0=

}{ bXaP  }{ bXaP = }{ bXaP =

.}{ bXaP =

连续型随机变量取值落在某区间的概率与端点无关



注意

若X是连续型随机变量，{ X=a }是不可

能事件，则有 .0}{ == aXP

,0}{ == aXP若

是不可能事件则不能确定 }{ aX =

连
续
型

是不可能事件}{ aX = .0}{ == aXP

若 X 为离散型随机变量,           离
散
型



例1 具有概率密度随机变量设 X

.}
2

7
1{  XP

)(xf =








,30  x,kx

,
2

2
x

− ,43  x

,0 其他.    

;)1( k确定常数 ;)2( 的分布函数求 X (3) 求

解 ,1d)()1( 


−
=xxf由 得



x
x

xkx d)
2

2(d
3

0

4

3  −+ = ,1

.
6

1
=k解得 的概率密度为于是X

)(xf =








,

6

x
,30  x

,
2

2
x

− ,43  x

,0 其他.      



的分布函数为X)2(

)(xF =












,0 ,0x


x

x
x

0
,d

6
,30  x

  −+
3

0 3
,d)

2
2(d

6

x

x
x

x
x

,43  x

,1 .4x



)(xF =












,0 ,0x

,
12

2
x

,30  x

,
4

23
2

x
x −+− ,43  x

,1 .4x

(3)









2

7
1 XP = 









2

7
F )1(F− = .

48

41

即



二、常见连续型随机变量及其概率分布

(一)均匀分布 具有概率密度若连续型随机变量X

)(xf =





,
1

ab − ,bxa 

,0 其他,     

.),( 上服从均匀分布在则称 baX .),(~ baUX记为

均匀分布概率密度函数演示

概率密度函数图形

xo

)(xf

•

a
•

b
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均匀分布的意义

,),( Xba 变量上服从均匀分布的随机在区间

.

),(

性是相同的

内的可能中任意等长度的子区间落在区间 ba

xo

)(xf

•

a
•

b

ab −

1


l
ab

l
p

−
=  l

















−

−



=

.,1

,,

,,0

)(

bx

bxa
ab

ax

ax

xF

分布函数

xo

)(xF

•

a
•

b

•1

均匀分布分布函数图形演示
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例2    ,是一个随机变量设电阻值R 均匀分布在

.1100~900  950落在的概率密度及求 RR

.1050~ 的概率

解 按题意,       的概率密度为R

)(rf =





,
9001100

1

−
,1100900  r

,0 其他.           

故有
}1050950{  RP =

1050

950
d

200

1
r = .5.0



(二) 指数分布

的概率密度为若连续型随机变量X

)(xf =





,e
1 



x−
,0x

,0 其他,      

,0为常数其中 θ .的指数分布服从参数为则称 X

,0)( xf易知 .1d)( =


−
xxf且



的分布函数为由定义得随机变量X

)(xF =




,e1
x−− ,0x

,0 其他.      

.)(2,1,
3

1
的图形时下图为 xf=== 



的图形如下：时 )(2,1,
3

1
xF=== 



,0, ts对于任意 有

}{ sXtsXP + = .}{ tXP 

事实上

}{ sXtsXP + =
}{

)}(){(

sXP

sXtsXP



+ 

=
}{

}{

sXP

tsXP



+
=

)(1

)(1

sF

tsF

−

+−

指数分布的重要性质 :“无记忆性”.          





s

ts

−

+−

=
e

e
)(

t−= e .}{ tXP =



是某一元件的寿命，如果X 那么无记忆性表明:        

,小时已知元件已使用s 小时它总共能使用至少 ts +

的条件概率与从开始使用时算起，它至少能用t 小时

这就是说：

.小时没有记忆元件对它已使用过s

的概率相等.



某些元件或设备的寿命服从指数分布.例如
无线电元件的寿命 、电力设备的寿命、动物的
寿命等都服从指数分布.        

应用与背景



(三)、正态分布

正态分布的概率密度函数

.),(~
2
σμNX记为

的概率密度为若连续型随机变量X

)(xf = ,e
π2

1 2

2

2

)(

σ

μx

σ

−
−

,− x

,)0(, 为常数其中 σσμ 的服从参数为则称 σμX ,

正态分布或高斯分布.          

高斯资料



,0)( xf显然 .1d)( =


−
xxf下面来证明

,)( tx =− 令 得到




−

−
−

xe

x

d
2

1 2

2

2

)(






= ，te

t
d

2

1 2
2




−

−



,d
2

2

teI
t




−

−=记 2
I = ute

ut
dd

2)(
22

 


−



−

+−则有

利用极坐标将它化成累次积分,       得到

2
I =  


−

π2

0 0

2
dde

2

rr
r = ，π2

,0I而 ,π2故有 I = 即有



t
t

de
2

2




−

− = ,π2

于是

x

x

de
π2

1 2

2

2

)(




−

−
−






= t

t
de

π2

1 2
2




−

− = .1

.)( 的图形如图所示xf



性质:       

.1 对称曲线关于 =x


,0h这表明对于任意

有 }{  − XhP = .}{ hXP + 

时取到最大值当 =x


2 )(f = .
π2

1



;3 处曲线有拐点在  =x


;4 轴为渐近线曲线以 x




,5 如果固定
,的值改变 Ox则图形沿着

轴平移,    而不改变其形状,       可见正态分布的概率密

.)( 所确定的位置完全由参数度曲线 xfy = 称

为位置参数.        



,6 μ当固定
,的大小时改变 σ 图形的对)(xf

称轴不变,       而形状在改变,        ,越小σ 图形越高越瘦,      

,越大σ 图形越矮越胖.        



分布函数为

)(xF = t
x

ut

de
π2

1 2

2

2

)(

 −

−
−







,0=当 .1 服从标准正态分布时称X=

,)(),( 表示分别用其概率密度和分布函数 xΦx

即有

)(x = ,e
π2

1 2
2

t−

)(xΦ = .de
π2

1 2
2

t
x

t

 −

−

易知

)( xΦ − = )(1 xΦ−



正态分布的应用与背景

正态分布是最常见最重要的一种分布,       例如测

量误差,        人的生理特征尺寸如身高、体重等 ;       正常

情况下生产的产品尺寸、直径、 长度、重量高度

等都近似服从正态分布.       



正态分布的计算

)(xF}{ xXP 

?=

原函数不是

初等函数t
σ

x
σ

μt

de
π2

1 2

2

2

)(

 −

−
−

= =

方法一:利用MATLAB软件包计算(演示)

方法二:转化为标准正态分布查表计算

../../../demo/disttool/disttool.exe


引理 ,),(~
2NX若 Z

证 的分布函数为


−
=

X
Z

}{ xZP 



−X
= .)1,0(~ N

=









−

x
X

P



= }{ xXP  +

= ，t
x

t

de
π2

1 2

2

2

)(


+

−

−
−







,u
t

=
−




令 得

则



}{ xZP  = u
x

u
de

π2

1 2
2

 −

−
= )(xΦ

由此知


−
=

X
Z .)1,0(~ N

标准正态分布的概率密度表示为

)(x ,,e
π2

1
2

2

−
−

x

x

=

为则其分布函数 )(xF

.,de
π2

1
2

2

− −

−

xt
x

t

)(xΦ =



标准正态分布的图形



,],( 21 xx对于任意区间 有

}{ 21 xXxP  =






 −


−


−











 21 xXx
P

= .12







 −
−







 −







 x
Φ

x
Φ



性质 .)(1)( xΦxΦ −=−

证明 x

x
x

de
π2

1
2

2

−−

−)( xΦ − =

x

x

x
de

π2

1
2

2

−

=

x

x

de
π2

1
2

2

−

−= ，x

x
x

de
π2

1
2

2

−

−−

.)(1 xΦ−=



例3        将一温度调节器放置在贮存着某种液体的容

器内.            ,C


d调节器整定在 )C( 计以液体的温度 
X

是一个随机变量,            .)5.0,(~
2

dNX且 ,90)1( =d若

的概率；小于求 C89


X (2) 若要求保持液体的温度

,99.0C80 的概率不低于至少为 
?至少为多少问d

解 (1) 所求概率为

}89{ XP =






 −


−

5.0

9089

5.0

90X
P 







 −
=

5.0

9089
Φ

)2(−=Φ )2(1 Φ−= 9772.01−= .0228.0=



99.0  }80{ XP =






 −


−

5.0

80

5.0

ddX
P

=






 −


−

−
5.0

80

5.0
1

ddX
P = )

5.0

80
(1

d
Φ

−
−

即 






 −

5.0

80d
Φ  99.0 = ,)327.2(Φ

亦即
5.0

80−d
 .327.2

故需 d  .1635.81

满足按题意需求d)2(



对于标准正态随机变量,            分位点我们引入上

的定义.         

,)1,0(~ NX设 满足条件若 z

}{ zXP  = , ,10  

.分位点为标准正态分布的上则称点 z

.的值下面列出了几个常用的 z

.)( 1  zzx =−图形的对称性知道由



z

001.0 005.0 01.0 025.0 05.0 10.0

090.3 576.2 326.2 960.1 645.1 282.1

补充例题

2.4 补充例题.ppt#1. 更多例题


分布函数 概率密度

三、小结

2. 常见连续型随机变量的分布

 −
=

x

ttfxF d)()(.1 连续型随机变量

均匀分布

正态分布(或高斯分布)

指数分布









正态分布有极其广泛的实际背景, 是自然界

和社会现象中最为常见的一种分布, 一个变量如

果受到大量微小的、独立的随机因素的影响, 那

么这个变量一般是一个正态随机变量.       

3. 正态分布是概率论中最重要的分布

二项分布、泊松分布等的极限分布是正态分

布．所以，无论在实践中，还是在理论上，正态

分布是概率论中最重要的一种分布.        



二项分布向正态分布的转换



一、离散型随机变量的函数的分布

二、连续型随机变量的函数的分布

三、小结

第五节 随机变量的函数的分布



一、离散型随机变量的函数的分布

.)(XfY =记作

xXxf 的一切可能值是定义在随机变量设 )(

的的取值随着若随机变量 xXY的集合上的函数,     

,)( 的值值而取 xfy = 为随机变则称随机变量Y

,的函数量 X

?)( 的分布如何来求随机变量 XfY =

,的分布若已知的随机变量X

问题



例1      ,具有以下分布律设随机变量X

=Y试求 .)1(
2的分布律−X

X

p

2101−

2.0 3.0 1.0 4.0

解 .4,1,0所有可能取的值为Y

}0{ =YP }0)1{(
2 =−= XP }1{ == XP ,1.0=

}1{ =YP }2{}0{ =+== XPXP ,7.0=

}4{ =YP }1{ −== XP 2.0=



的分布律为即得Y

Y

kp

0 1 4

1.0 7.0 2.0



,是离散型随机变量如果X )(XgY =其函数

.也是离散型随机变量 的分布律为若 X

X

k
p


k

xxx
21


k

ppp
21

的分布律为则 )(XgY =

k
p

)(XgY =


k

ppp
21

 )()()(
21 k

xgxgxg

注意 ,)( 中有值相同的若 kxg .合并应将相应的 kp



如果设

X

k
p

211−

6

1

6

2

6

3

的分布律则 5
2 −= XY

Y

p

4− 1−

2

1

2

1



二、连续型随机变量的函数的分布

例2       具有概率密度设随机变量X

)(xfX





=
,

8

x
,40  x

,0 其他.       

.82 的概率密度求随机变量 += XY

解 .)(),(, yFxFYX YX的分布函数为分别记

.)( yFY下面先来求



)( yFY }{ yYP = }82{ yXP +=







 −

=
2

8y
XP .

2

8







 −
=

y
FX

,)( 求导数关于将 yyFY 的概率密度为得 82 += XY

)( yfY










 −







 −
=

2

8

2

8 yy
fX





=

,
2

1

2

8

8

1







 −y
,4

2

8
0 

−


y

,0 其他



)( yfY










 −







 −
=

2

8

2

8 yy
fX





=

,
2

1

2

8

8

1







 −y
,4

2

8
0 

−


y

,0 其他





=

,
32

8−y
,168  y

,0 其他



例3         ,)(xfX X具有分布概率密度设随机变量

,− x .
2的概率密度求 XY =

解 .)(),(, yFxFYX YX的分布函数为分别记

.)( yFY Y的分布函数先来求 ,0
2 = XY由于 故当

.0)(0 = yFy Y时 时有当 0y

)( yFY }{ yYP = }{
2

yXP =

}{ yXyP −=

.)()( yFyF XX −−=



,)( 求导数关于将 yyFY 的概率密度函数为即得Y

)( yfY





=

,)]()([
2

1
yfyf

y
XX −+ ,0y

,0 .0y

例如,       ,)1,0(~ NX设 其概率密度为

)(x ,e
π2

1 2
2

x−= .− x

的概率密度为则 2
XY =

)( yfY





=
,e

π2

1 221 y
y

−−
,0y

,0 .0y

.1
2分布的服从自由度为此时称 Y



定理 ,)(xfX X具有概率密度设随机变量

,− x 0)()(  xgxg 处处可导且恒有设函数

,)0)((  xg或恒有 ,)( 是连续型随机变量则 XgY =

其概率密度为

)( yfY





=

,|)(|)]([ yhyhfX
 ,  y

,0 其他,     

,)}(),(min{ −= gg其中 ,)}(),(max{ −= gg

.)()( 的反函数是 xgyh



证 .0)( 的情况我们只证  xg

,),()( 严格单调增加在此时 −xg )( yh其反函数

存在,         ,),( 严格单调增加且在  可导.    YX ,分别记

.)(),( yFxF YX的分布函数为 的分布函现在先求Y

.)( yFY数

,),()( 取值内在因为 XgY =

,时故当 y 有 )( yFY

,时当 y )( yFY

,时当   y

}{ yYP = ;0=

.1}{ == yYP



)( yFY }{ yYP = })({ yXgP =

)}({ yhXP = .)]([ yhF=

,)( 求导数关于将 yYFY 的概率密度即得Y

)( yfY





=
,)()]([ yhyhfX

 ,  y

,0 其他.      

,0)( 的情况可以同样地证明对于  xg 此时有

)( yfY





=
,)]()][([ yhyhfX

− ,  y

,0 其他.       

合并以上两式,定理得证. 



,],[)( 以外等于零在有限区间若 baxf 则只需假

,)0)((0)(],[  xgxgba 或恒有上恒有设在 此时,      

,)}(),(min{ bgag= .)}(),(max{ bgag=



例4    .),(~
2NX设随机变量 的线性函试证明X

.)0( 也服从正态分布数 += abaXY

证 的概率密度为X

)(xfX ,e
π2

1 2

2

2

)(







−
−

=

x

.− x

y )(xg= ,bax += 由此式解得

x )( yh= ,
a

by −
=

.
1

)(
a

yh =且有

现在



)( yfY ,
||

1







 −
=

a

by
f

a
X

.− y

即 )( yfY ,e
π2

1

||

1 2

2

2













−

−

−

=

a

by

a

,e
π2||

1 2

2

)(2

)]([







a

aby

a

+−
−

= .− y

即有 Y baX += .))(,(~
2 abaN +

,
1


=a取 ，




−=b



−
=

X
Y得 .)1,0(~ N



例5      ,sinΘAV =设电压 是一个已知的正其中A

.的概率密度求电压V

解 )(gv = sinA= 上恒有在 







−

2

π
,

2

π

,0cos)( =  Ag 且有反函数

 )(vh= ,arcsin
A

v
= )(vh ,

1
22

vA −
=

是一个随机变量，且有常数，相角Θ

,
2

π
,

2

π
~ 








−U



)(f





=
,

π

1

,0

,
22





−

其他，

的概率密度为sinAV =

)(v




=

,
1

π

1
22

vA −
 ,AvA −

,0 其他，

,)π,0(~ U若 上在此时 )π,0(sin)(  Agv ==

不是单调函数.           

注意

的概率密度为



三、小结

1. 离散型随机变量的函数的分布

:)( 的分布律为且若 XXgY =

X

k
p


k

xxx
21


k

ppp
21

的分布律为则 )(XgY =

k
p

)(XgY =


k

ppp
21

 )()()(
21 k

xgxgxg



2. 连续型随机变量的函数的分布

})({}{)( yXgPyYPyF
Y

==

),(,d)(
)(

+−=  
xxxf

yxg
X

).()( yfYyF YY 的密度函数求导得到再对

方法1

方法2



 

=
.,0

,,)()]([
)(

其他

 yyhyhf
yf

X

Y

注意条件.


