
第四章
向量组的线性相关性





§1  向量组及其线性组合



定义：n 个有次序的数 a1, a2, …, an 所组成的数组称为n 维向

量，这 n 个数称为该向量的 n 个分量，第 i 个数 ai 称为第 i 
个分量．

p 分量全为实数的向量称为实向量．

p 分量全为复数的向量称为复向量．

备注：

ü 行向量和列向量总被看作是两个不同的向量．

ü 所讨论的向量在没有指明是行向量还是列向量时，都当作

列向量．

ü 本书中，列向量用黑色小写字母 a, b, a, b 等表示，行向量

则用 aT, bT, aT, bT 表示．



定义1：若干个同维数的列向量（行向量）所组成的集合称为

               向量组．

ü 当R(A) < n 时，齐次线性方程组 Ax = 0 的全体解组成的向量

组含有无穷多个向量．
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结论：含有限个向量的有序向量组与矩阵一一对应．

有限向量组



回顾：线性方程组的表达式

1. 一般形式

3.  向量方程的形式

2. 增广矩阵的形式

4. 向量组线性组合的形式
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定义2：给定向量组 A：a1, a2, …, am ， 对于任何一组实数

 k1, k2, …, km ，表达式

k1a1 + k2a2 + … + kmam

称为向量组 A 的一个线性组合．

k1, k2, …, km 称为这个线性组合的系数．



315调查显示：

房屋质量不过关让消费者最不能忍受，所占比例26%

向量组之间的线性表示



作为房屋质量问题，最突出的就是混凝土的质量

向量组之间的线性表示



【问题的给出】                                  一个混凝土生产企业可以生产出三种

型号不同的混凝土，他们具体的配方比例如下表所示：

 型号1混凝土 型号2混凝土 型号3混凝土

水 10 10 10

水泥 22 26 18

沙子 32 31 29

石头 53 64 50

煤炭灰 0 5 8
问：现在有用户要求混凝土中含水，水泥，沙子，石头，煤

炭灰的比例分别为：24，52，73，133，12，那么，能否用这

三种混凝土配出满足其要求的混凝土那？

向量组之间的线性表示



【关系建立】                        根据上述表格和向量的表示方法，我们首先将

三种型号的混凝土分别表示为

 
型号1混

泥土

型号2混

泥土

型号3混

泥土

水 10 10 10

水泥 22 26 18

沙子 32 31 29

石头 53 64 50

煤炭灰 0 5 8
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向量组之间的线性表示



【关系建立】
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问：现在有用户要求混凝土中含水，水泥，沙子，石头，煤炭灰的比例分

别为：24，52，73，133，12，那么，能否用这三种混凝土配出满足其要

求的混凝土那？
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简记为

1 1 1 2 2 3 3a a a  b k k k

向量组之间的线性表示

        则客户要求的混凝土是否能被这三种型号的混凝土表示的

问题就转换成



【概念引出】

1 1 2 2a a a    m mb k k k

向量的线性表示

给定向量组A: 1 2, , ,a a a m 和向量 b 如果存在一组数

1 2, , , mk k k 使得

则向量 b 是向量组A的线性组合，这时称    能由向量组A线性表示.b

刚才的表达式 1 1 1 2 2 3 3a a a  b k k k 如果能够成立

则说明 1b 1 2 3( , , )a a a能够由向量组 线性表示

向量组之间的线性表示

定义3



例：设  1 2 3
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n 阶单位矩阵 En 的列向量叫做 n 维单位坐标向量．
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向量组之间的线性表示

向量 b 能由向量组A线性表示，等价于方程组

1 1 2 2a a a    m mx x x b

有解.

由线性方程组有解的充分必要条件，可得如下结论



向量组之间的线性表示
【向量组线性表示的充分必要条件是】

定理1 向量 b 能由向量组A      1 2, , , ,a a a m 线性表示的

充分必要条件是矩阵  1 2, , ,a a a  mA 的秩等于矩阵

   1 2, , , , ,a a a   mB A b b 的秩.



向量组之间的线性表示

问题： 1 1 2 2a a a    m mb k k k

解决途径：  1 2, , , 的秩a a a  mA

   1 2, , , , , 的秩a a a   mB A b b

 总结

向量的线性表示

方程组有解
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向量组之间的线性表示

设原问题对应的增广矩阵为B
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由此我们得到结果，刚才用户的需求能满足，所用型号

1-3三种混泥土的比例为：0.6：0.8：1

初等行变换



【问题的提升】                          还有一个混凝土生产企业，也可以生产出三

种不同型号的混凝土，他们具体的配方表如下表所示：

向量组之间的线性表示

  型号1混泥土 型号2混泥土 型号3混泥土

水 12 8 9.5

水泥 26.4 20.8 17.1

沙子 38.4 24.8 27.55

石头 63.6 51.2 47.5

煤炭灰 0 4 7.6

         分析，第二家生产的这三种混凝土是否可以代替第一家

企业的那三种？



【问题分析】   设第二家生产的三种型号的混凝土分别表示为
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向量组之间的线性表示

  型号1混泥

土

型号2混泥

土

型号3混泥

土

水 12 8 9.5

水泥 26.4 20.8 17.1

沙子 38.4 24.8 27.55

石头 63.6 51.2 47.5

煤炭灰 0 4 7.6

   则该问题转换为向量 1 2 3, ,a a a 能否被向量组 1 2 3, ,  

线性表出的问题.



向量组之间的线性表示

分别对矩阵  1 2 3 1, , , ,   a  1 2 3 2, , , ,   a  1 2 3 3, , ,   a

进行初等行变换化为阶梯型
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3,a

由此可以看出，向量组 1 2 3, ,a a a

能被向量组 1 2 3, ,   线性表示.

所以第二家生产的混凝土可以代

替第一家的.

初等行
变换



向量组之间的线性表示

定义4 设有两个向量组A: 1 2, , , ,a a a m 及B: 1 2, , ,   l

若B组中每个向量都能由向量组A线性表示，则称向量组B

能由由向量组A线性表示.

刚才的 1 2 3, ,a a a能将

1 2 3( , , )  r

线性表出的问题，就是

1 2 3 1 2 3( , , , , , )   a a a r

1 2 3, ,  

【概念提升】向量组的线性表示

如果继续提问，第一家企业可以代替第二家企业吗？

1 2 3( , , )a a ar 1 2 3 1 2 3( , , , , , )a a a    r



【向量组的线性表示的充分必要条件】

向量组A: 1 2, , , ,a a a m向量组B: 1 2, , ,   l 能由

向量组之间的线性表示

线性表示的充分必要条件是矩阵 1 2( , , , , )a a a  mA 的秩

等于矩阵   1 2 1, ( , , , , , , , )a a a    m lA B

推论： 向量组A与向量组B等价的充分必要条件是

     , r A r B r A B

的秩

定理1



设有向量组 A：a1, a2, …, am  及 B：b1, b2, …, bl ， 若向量组 

B 能由向量组 A 线性表示，即

1 1 21 1 1 2

1 1 2 2

1 1 2 2

1

2 2 2 2

m

l

m

l

m

ml ml

m

b k a k a k a
b k a k a k a

b k a k a k a

   

   

   







   
1 1 1

2 2 2
1

1 2

2
1 2

1 2

1 2

, , , , , , m

m m m

l

l

m

l

ll

k k k
k k k

b b b a a a

k k k


 
 
 
 
 
 




 
  



线性表示的
系数矩阵



设有向量组 A：a1, a2, …, am 及 B：b1, b2, …, bl ， 若向量组 

B 能由向量组 A 线性表示，即

n 对于 b1 ，存在一组实数 k11, k21, …, km1 ，使得

b1 =  k11a1 + k21 a2 + … + km1 am  ；

n 对于 b2 ，存在一组实数 k12, k22, …, km2 ，使得

b2 =  k12a1 + k22 a2 + … + km2 am  ；

……

n 对于 bl ，存在一组实数 k1l , k2l , …, kml ，使得

bl  =  k1l a1 + k2l a2 + … + kml am



若 Cm×n = Am×l Bl×n ，即
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结论：矩阵 C 的列向量组能由矩阵 A 的列向量组线性表示，

B 为这一线性表示的系数矩阵．
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向量组 B：b1, b2, …, bl 能由向量组 A：a1, a2, …, am  线性表示

存在矩阵 K，使得 AK = B 

矩阵方程 AX = B 有解 

R(A) = R(A, B) （P.84 定理2）

R(B) ≤ R(A) （P.85 定理3）

推论：向量组 A：a1, a2, …, am  及 B：b1, b2, …, bl 等价的充分

必要条件是 R(A) = R(B) = R(A, B)．

证明：向量组 A 和 B 等价

                向量组 B 能由向量组 A 线性表示

                向量组 A 能由向量组 B 线性表示

从而有R(A) = R(B) = R(A, B) ．

因为 R(B) ≤ R(A, B) 

R(A) = R(A, B)

R(B) = R(A, B)



例1：设

证明向量 b 能由向量组 a1, a2, a3 线性表示，并求出表示式．

1 2 3

1 1 1 1
1 2 1 0

,  ,  ,  
2 1 4 3
2 3 0 1

a a a b

       
                 
       
       
       

解：向量 b 能由 a1, a2, a3 线性表示当且仅当R(A) = R(A, b) ．

1 1 1 1 1 0 3 2
1 2 1 0 0 1 2 1

( , ) ~
2 1 4 3 0 0 0 0
2 3 0 1 0 0 0 0

r
A b

   
        
   
   
   

因为R(A) = R(A, b) = 2， 所以向量 b 能由 a1, a2, a3 线性表示．



1 1 1 1 1 0 3 2
1 2 1 0 0 1 2 1

( , ) ~
2 1 4 3 0 0 0 0
2 3 0 1 0 0 0 0

r
A b

   
        
   
   
   

行最简形矩阵对应的方程组为

通解为

所以 b = (－3c + 2) a1 + (2c－1) a2 + c a3 ．

1 3

2 3

3 2
2 1

x x
x x

 
   

3 2 3 2
2 1 2 1
1 0

c
x c c

c

       
              
     
     



例2：设

问：向量 b 能否由向量组 a1, a2, a3 线性表示？

1 2 3

1 2 3 5
0 ,  1 ,  2 ,  4
2 5 4 7

a a a b
       

                 
                

解：向量 b 能由 a1, a2, a3 线性表示当且仅当R(A) = R(A, b) ．

1 2 3 | 5
( , ) 0 1 2 | 4

2 5 4 | 7
A b

 
   
    

1 2 3 | 5
~ 0 1 2 | 4

0 1 2 | 3

r
 

 
 
   

1 2 3 | 5
~ 0 1 2 | 4

0 0 0 | 7

r
 

 
 
 
 

因为R(A) =2， R(A, b) = 3， 所以向

量 b 不能由 a1, a2, a3 线性表示．



例3：设向量组A: 1 2 3

1 1 1
0 ,  1 ,  2
1 2 5

a a a
     

            
          

和设向量组B: 1 2 3

1 0 1
1 ,  1 ,  0
0 1 1

b b b
     
            
     
     

证明：向量组A和向量组B等价.



解：令矩阵  1 2 3, , ,A a a a  1 2 3, , ,B b b b

AX B BY A

请回答：

2.两个向量组等价的解决方法是？

1.向量组的等价指的是什么形式的矩阵方程成立？

( ) ( ) ( , )R A R B R A B 



解：令矩阵  1 2 3 1 2 3, , | , ,A a a a b b b

1 1 1 | 1 0 1
0 1 2 | 1 1 0
1 2 5 | 0 1 1

 
   
  

1 1 1 | 1 0 1
~ 0 1 2 | 1 1 0

0 1 6 | 1 1 2

 
 
 
 
 

1 1 1 | 1 0 1
~ 0 1 2 | 1 1 0

0 0 4 | 0 0 2

 
 
 
 
 

结论是： ( ) ( ) ( , )R A R B R A B  对吗？

结论应该怎么修正： ( ) ( , )R A R A B 还应该继续怎么办？



( ) ( , )R A R A b
向量 b 能由

向量组 A
线性表示

线性方程组        

Ax = b      
有解

( ) ( , )R A R A B
向量组 B 能
由向量组 A
线性表示

矩阵方程组
AX = B      
有解

( ) ( )R B R A

( ) ( ) ( , )R A R B R A B 
向量组 A 与
向量组 B
等价

课堂小结



知识结构图

n维向量

向量组 向量组与矩阵的对应

向量组的线性组合

向量组的线性表示

向量组的等价

判定定理及必要条件

判定定理


