
一、报童卖报问题  

报童每天清晨从邮局购进报纸零售，晚上卖不出去的退回，设报纸每份的购进价为b ，零售

价为 a ，退回价为 c，当然应有 cba  。请你给报童筹划一下，他应如何确定每天购进报

纸的数量，以获得最大的收入。 

    解  报童购进数量应根据需求量确定，但需求量是随机的，所以报童每天如果购进的

报纸太少，不够买的，会少赚钱；如果购进太多，卖不完就要赔钱，这样由于每天报纸的

需求量是随机的，致使报童每天的收入也是随机的，因此衡量报童的收入，不能是报童每

天的收入，而应该是他长期（几个月、一年）卖报的日平均收入。从概率论大数定律的观

点看，这相当于报童每天收入的期望值，以下简称平均收入。 

    假设报童已经通过自己的经验或其它渠道掌握了需求量的随机规律，即在他的销售范

围内每天报纸的需求量为r份的概率是 )(rf ，（r＝0,1,2,…）。 

    设报童每天购进n份报纸，因为需求量r是随机的，r可以小于n、等于n或大于n；由于

报童每卖出一份报纸赚 ba  ，退回一份报纸赔b－c，所以当这天的需求量r≤n，则他售出r

份，退回n－r份，即赚了( ba  )r，赔了(b－c)(n－r)；而当 nr  时，则 n 份全部售出，

即赚了(b－c)n。 

    记报童每天购进n份报纸时平均收入为 )(nG ，考虑到需求量为r的概率是 )(rf ，所以 
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问题归结为在 cbarf 、、、)( 已知时，求n使 )(nG 最大。 

    通常需求量r的取值和购进量n都相当大，将r视为连续变量，这时 )(rf 转化为概率密度

函数 )(rP ，这样(4.2-1)式变为： 
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计算 
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使报童日平均收入达到最大的购进量n应满足(4.2-3) 

因为
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    根据需求量的概率密度P(r)的图形（如图4.3）很容易从(4.2-4)式确定购进量n。 

    在图中，用 21, PP 分别表示曲线 )(rP 下的两块面积，则(4.2-3)式又可记作： 
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图4.3 

 因为当购进 n 份报纸时： 

    


n

drrPP
0

1 )(
 是需求量r不超过n的概率，即卖不完的概率； 
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drrPP )(2  是需求量r超过n的概率，即卖完的概率； 

    所以(4.2-3)式表明：购进的份数n应该使卖不完与卖完的概率之比，恰好等于卖出一

份赚的钱a－b与退回一份赔的钱b－c之比。显然，当报童与邮局签订的合同使报童每份赚

钱与赔钱之比越大时，报童购进的份数就应该越多。 

    例如  若每份报纸的购进价为0.15元，售出价为0.2元，退回价为0.12元，需求量服从

均值500份均方差50份的正态分布，报童每天应购进多少份报纸才能平均收入最高，这个最



高收入是多少？ 

    解  按(4.2-4)式，因为  a－b＝0.05 ,b－c＝0.03 , 3
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其中  μ＝500 ,σ＝50 

    查表可得 

                               n＝μ＋0.32σ＝516 

即每天购进516份报纸。 

    按照(4.2-2)式，可得最高收入G≈23.484元 

 

二、博弈问题    

设有两人对垒，每人手中各有三种硬币，其分值分别为5分、10分、25分；每次两人各

自同时出示一枚硬币，如属同一分值，则该币归第一位局中人所有，否则就属于第二位局

中人，最后以得分值多者为胜。  

问：(1)该游戏对双方是否公平？ 

    (2)如不公平，则受益方采取何种策略可稳操胜券，而另一方则如何尽可能输得少些？ 

问题分析 

    如果只进行一次或很少几次游戏，则双方都不具有保证稳操胜券的策略。如果运气不

佳，双方均有可能每次都输。所有，这里公平性或获胜策略只有在统计意义下讨论才有意

义，即需在长期进行游戏或进行较多次游戏的情况下，才有意义讨论该问题。 

    显然，任何一方采取一种有规律的策略，一旦被对方知晓，则必输无疑。所以，双方

的策略应是以某种随机的方式选择出示的硬币，而各类硬币的出现概率予以固定。 

    直观地看，该游戏对第一位局中人显然是不公平的。 

    事实上，设 iA
表示甲取出第i个硬币， 

              iB
表示乙取出第i个硬币， 

               W表示甲取胜这一事件 
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    下面我们试图解决问题(1)和(2)，为双方找到各自的最佳策略。 

     

问题的解决 

    首先，必须用数学语言清晰地把问题表示出来，这在数学模型的建立过程中是较难也

是较关键的一步。 

    如果用A、B、C分别表示分值为5分、10分和25分的硬币，而以(X,Y)表示每次游戏的结

果，其中 

                              X,Y∈{A,B,C}, 

且X表示第一位局中人（以后简称 1P ）显示的硬币，Y表示第二位局中人（以后简称 2 P）显

示的硬币。显然，所有可能出现的结果为： 

                       (A,A),    (A,B),    (A,C), 

                       (B,A),    (B,B),    (B,C), 

                       (C,A),    (C,B),    (C,C). 

    对第一位局中人有利的结果只有 

                       (A,A),    (B,B),    (C,C). 

    假设 1P 分别以 321 ,, xxx
的概率出示A、B、C硬币，而 2 P则分别以 321 ,, yyy

的概率出示A、

B、C，当然有 

                       
1321  xxx
,  

 
1321  yyy
. 

 

 

假设 1P , 2P
出示硬币都是相互独立的，那么对第一位局中人而言，分值支付矩阵如下： 

 

      乙 

       甲        A     B      C 

 



           A     5    -5     -5 

 

           B    -10    10    -10 

 

           C    -25   -25     25  

 

    他每次游戏的期望值为 

              322212312111 101010555),( yxyxyxyxyxyxyxE 
 

                      - 332313 252525 yxyxyx  , 

矩阵表示为: 
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其中                x=( ),, 321 xxx  ,
TT yyyy ),,( 321
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    显然，作为游戏者， 1P 希望无论 2P 采取何种策略，他的期望值E(x,y)尽可能大，而 2P

则希望E(x,y)尽可能小。 

    因此，对 1P 希望找到  

                        

),(minmax yxE
yx                            (4.3-1) 

的解。而对 2P ，希望找到 

                        

),(maxmin yxE
xy                      (4.3-2) 

的解。 

    式(4.3-1)表示在 2P 采用最佳策略时， 1P 的最大收益；而式(4.3-2)表示在 1P 采用最佳

策略时， 2P 的最小损失。 

    本世纪20年代后期，john Von Neamann在其论文《公司博弈理论》（1928年载于《数

学年刊》第100卷P194.4--320）中证明了以下的结论： 
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或者，用另一种方式表示：存在
** , yx 使对任意x,y有 
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    显然，
** , yx 就是两位局中人的最佳策略，（读者思考其中的原因）。 

    因此，现在的问题就是：求
** , yx 使 

             E(
** , yx )=

),(minmax yxE
yx

),(maxmin yxE
xy  

称E(
** , yx )为博弈的值。 

    利用Lagrange乘数法不难求出
** , yx  。令 
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    这说明每局游戏 1P 损失 17

50

。当然这并不是说每局 2P 一定能得到 17

50

，这只是期望值。

正如抛掷一枚无偏差的钱币，出现正面的机会是百分之五十只是一种期望而不是保证一样。 



所以，在长期赌赛时， 2P 须用全部时间的 34

7

出5分币，34

12

的时间出10分币，而余下的

34

15

时间出示25分币，但每次出示何种硬币则需随机选择，那么平均每局 2P 可得 17

50

。 

 

 

三、航空公司超订机票问题     

我们有时会在一些刊物上看到旅客们抱怨，他们本已订上了某天某次班机的机票，但当

到达机场而在接待室接受检查时，却听到可怕消息；“对不起先生，你的航班已满员，我们

将不得不让您乘坐下次班机了”。这种事情常会引起旅客诸多不便甚至怨愤，在计算机辅助

订票的当今时代，应可能设计一个系统以降低这种错误率。 

    本文目的在于介绍并让大家理解为什么为了盈利，航空公司订给旅客某次航班的票数要

多于那次航班所能容纳的乘客数。进一步的模型将为我们揭示航空公司这种做法的强制效

果。在任何强制服务及航班数据均缺乏的情况下，我们不可能对某次飞机飞行给出定论，但

模型中各个参数变化的结果将会定性的给出航空公司的决策的道理。 

2．记号 

    虽然，在建立数学模型前，有必要先定义变量，并解释所用记号。一个人在开始建立适

当复杂的模型时，不可能在他一开始就用到所有变量。到一页结束时，我总是将所用符号记

在另一页上，建议鼓励学生养成这种习惯。而你，作为指导教师将会发现对于理解他们做的

工作很有益处。 

    f ——某次班机的飞行费用, 

    n ——飞行中飞机所载旅客数, 

    g ——每一旅客所偿付旅行费, 

    N ——飞行飞机的容量, 

    k ——对于一次飞行来说“未到”旅客的人数, 

    kp ——k人未到的概率, 

    m——某次班机订票的人数, 

    S——飞行所产生的结余（利润）, 

    b——留下（例如挤掉）一名已订票旅客的耗费, 

    p——个订票旅客到达的概率, 

    j ——次班机售出的低费票数目, 



    t ——低费票相对于全费票的低费率。 

3．模型建立 

    建模时，我发现通过阶段性建模与查证理解问题很自然，也很有益。而在每一阶段，模

型特性均是与我对所构模真实系统的直觉相一致，以这种直觉，我们下面开始着手建立一个

航空公司希望来源于不足订票的效益模型。 

    1）首次尝试 

    与某次飞行有关的费用不依赖于飞行所带乘客人数。不管飞机是否满员，航空公司都必

须付钱给飞行员、导航员、工程师及客舱工作人员。一驾满员的飞机相对一驾半满的飞机所

耗掉的燃料差作为总载油量的百分比是非常小的。飞机起飞时，须带有足以供它到达目的地

的燃料，这部分燃料占起飞重量的百分比是很大的，而这一般只要求能使飞机到达终点时所

剩油量恰如其分为好。起飞、降落或由机场索要的管理费也不与飞机所载乘客数有关。因此，

一定精度下，我们可以忽略飞行的各种费用差别，而假定进行一次飞行的费用为定数f，各

个乘客付费的总额与飞行耗费之差为结余，或从某种意义上讲，就是利润。当然，包括其它

费用（例如：飞机保养）。 

    另外，要先尽量地努力使模型简单些，而反过来又要包括已有基本公式化模型的更多特

征，以此训练学生较好，当然，还应常提醒他们不要受细节渗杂的干扰而去完善那基本模型，

一旦他们对模型有了根本的理解，他们就会回过头来去包括更多的影响因素。我发现，决定

了他们的策略后，学生建模时最常见的困难就是决定应包括的因素，大的与小的，怎样正好？ 

    若一次飞行载有 n 个旅客，则产生的结余应为￡ fng  ，这里￡g 是每一个旅客所付的

费用，十分明显，这个简单的模型有我们所期望它的那种特性，当所载旅客数增加时，利润

相应增加，能够取得的最大利润是￡（ fNg  ），这里 N 是飞机的旅客容量。这里有一个

奇点，在奇点处，正好由所载旅客所支付抵消了飞行费用，此时       ，比此更少的载客

飞机将赔钱。所有这些都是所期望的。 

    观察这个简单模型有：为了取得尽量多的利润，航空公司把目光盯在填满每次飞行上。

一旦接受订票为 N ，飞机视为满载，不能再接受更多的订票。但问题又出来了；某些旅客

也许会在飞机起飞时未到达现场，对于客机来讲，标准条件下，对于全费旅客的这种行为可

以不受惩罚，他们可以迟到，并且其机票对另一次飞行来说仍有效，而对于某些其它客舱的

旅客来讲，却没有这种优惠，下面我们将这点考虑在内。不能到达的每一个旅客在某种程度

上都有潜在的经济损失。这种旅客在生意上被称为“未到”。 

g

f
n 



    2）一个较好模型 

    让我们以下列方式来改进上述提出的简单模型，假定k人“未到”的概率为 kp ，而m表

示某次航班订票的旅客数，且允许m 超过 N ，当有 k 人有未到时，航空公司将从飞行中得

到的利润为： 
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    对于此次飞机来讲，未到的旅客人数为一种偶然事件，因此，所获得润的适当表达方式

为概率期望利润，我们用  表示之，则有： 
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若m≤N，则第一个和式不出现，而由下降为零的第二个和式给定，显然，订票上机的旅客数

也许由于需求缺乏而很小。在这种情况下，航空公司不需要确定多少旅客订票或超订多少，

而我们所要考虑的问题是超过供应情况下航空公司的表现行为。现假定为这种情况，且无论

航空公司设臵多高的订票水平m，都可以完成预订。这相当于白天航线的情形。 

    现在我们能将（4.4-2）改写为： 
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因此，我们可以看到           ，因为带有和式的那部分全为正，要取得接近于期望利润

的最大值，唯一方法是减少一切 0<j≤N时的 jNmP  而使之尽可能接近于零。如果订票水平 

m 超过N，将可实现这一情况，实际上，当订票旅客数增加时，“未到”任何大数的概率减

小。 

S

fNgS 



    这个模型告诉我们，要订票旅客数不恳定出现而事实上出现的情况下，航空公司实际上

将会超订，以便取得接近于满载飞机时的理论极大期望利润值。在这个模型中未考虑因飞机

客容量而多次超订带来的后果，实际上，这种策略会导致大量的旅客被所有的飞机抛下，且

随着订票水平的增加而加剧。因此，我们得到，为什么航空公司为尽可能多获得利润，而故

意超订，但超定并不现实，模型需要进一步的提炼。 

    3）一个更进一步的提炼 

    在航空公司超定飞行的情况下，会在机场有越来越多的旅客因飞机容量而不能飞走，这

些超员则须移往别处，或者在后续飞机上提供座位，此时，航空公司也许会靠付某种费用给

旅客以消民愤；或者，旅客决定坐另一家航空公司的飞机，此时需退票，航空公司要付管理

费而造成经济损失，还有，随着名声的败坏使航空公司的公开形象遭受损失。我们假定，对

于订票到达而不能上机的旅客（在商业上称之为“被挤掉者”），不管是以什么形式，航空

公司要支付赔偿费￡b。这样就需要建立对于超订带有一定惩罚性的更复杂模型，以便取得

较高平均收入总额。 

    若到达机场要检票上机的旅客数为 km ，由这次飞机获取利润为： 
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那么，航空公司由一次飞行获取的平均或期望利润为一个和式，它是所有可能未到人数对应

情况下的利润乘以相应概率的和。因此，我们有： 
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    现在，我们得到了一个相对复杂些的直接结果，要验证其正确性，检查结果的有效性，

并寻找计算错误，我常以一两种特殊情况来检验其是否象我期望的那样，与此同时，也检查

这阶段的计算错误，教会学生不断挑自己工作的不足很重要。例如我们在（4.4-4）中令P0=1，

（对于一切实k 01  kp， ）来检查一下结果，这相当于旅客不能达到的偶然性为零，即所

有订票上机的旅客都达到了。此时，（4.4-4）退化为： 

))(()( NmgbfgkmS   

  )0()(  kNmbfNg 因为  

    这表明，若飞机客容量为N，m个旅客订了机票，且他们全到，利润将是从满员飞行利润

fNg  中去掉被挤掉留下的那部分旅客 Nm 的耗费 bNm )(  。在这种情况下，当m=N

时，可得到最大平均利润，这与第一个简单模型一致。   

为了得到（4.4-4）更具体的结果，进一步假设 

                           
,kmkk

mk pqCp 
                   （4.4-5） 

其中 q和 p 分别表示任一旅客“未到”和“出现”的概率。 

这样会有 k =qm，而（4.4-4）变成： 
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    现在所要做的是如何使平均飞行利润最大。（4.4-6）式中，平均利润的表达式依赖于

qfbg ,,, ,m 和N，支付与赔偿费 bgf ,, 不受航空公司短期控制的影响（这些费用是由IATA

来规定的）， q和N为外部限制，而只有订票水平m 为航空公司的可控参数。 

    由（4.4-5）式知， kp
随着订票水平m的变化而取不同的值，这些变化可手工计算。若

有条件用计算机的话，应鼓励学生编一个程序来计算 qfbg ,,, ，N 和m 任何组合下的期望利

润。接着，在 qfbg ,,, ，N 的某个固定情况下，用它来决定最优的订票水平，若用手（或用

一个非程序化计算器）来计算，我将首先同他们探讨所有简化后的可能情况，例如，若N充

分大（对于Airbus为N≈300，对于DC—10或Lockhead Tristar客机N≈350，对于波音747有N



≈450，用Poisson分布来代替这里的二项分布不会有太大差别。另一方面，（4.4-6）式部

分和中的项数为m—N，且为找到最优订票水平，部分和的项数必定随时m的增大而增多。从

而工作量将会因一个小飞机（比如说80个座位feederliner）而减小。小型机超订10%时只有

8项，相反，450个座位的喷气式飞机10%超订时的部分和却要加45项。 

    （4.4-6）式中部分和是 mNq ,, 的函数，可写一个计算机程序来计算q，N，m给定值下

的部和，由于期望利润是q，m，g，f，b和N的函数，航空公司要求以近似于60%的一个奇异

载重因子来计算，也就是假定0.6Ng=f，则  
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    对于客容量为300的一个飞机，假定q =0.05，0.1，而
2.0

g

b

，可编程并用计算机计算

期望利润，且我们还可以计算j个或更多个旅客被挤掉的概率： 
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k
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)( 个或更多旅客被挤掉
 

     在此有一个好的练习供与学生一起讨论，那就是如何估计航空公司要支付的赔偿费b

值，它可能由非常确定的直接费用和一些相对不明确的间接费用（象信誉与未来顾客减少所

带来的损失）组成。由此将会引导出对敏感性的讨论，要取得问题的充分理解并估计模型预

测中可能的错误，就要改变涉及的参量并观察输出相对于这些变化的敏感性。 

    还有要考察的另一个有趣事情也许就是改变选择超订水平的准则。一个航空公司订票的

准则应该是确定的。可假定其有较低的一定挤掉任何旅客的概率。并启用广告以强调其相对

于所有竞争对手有最低的挤掉率。那么，要求学生给出这种经济表现的测量模型以估价这种

策略。并比较这种设臵超订水平策略下的期望利润与前述超订策略下可获得的最大期望利

润。这自然地引导向多种准则决定的整体范围和无共同计量单位准则间的二分概率问题。 

     4）再进一步的提炼 

    假若某次班机只是挤掉一两个旅客，可能可以保持平静，但一小组的不满意旅客会使航

空公司当众出丑，而航空公司祝愿这种冒险越小越好，也许在公式化订票策略时，航空公司

会采取一种策略，即取消低于极大期望利润但又可以使大数目旅客被挤掉的概率减少到可接

受的程度的最优值。一种变通办法是努力想办法去增加实际出现旅客订到机票的可能性，这

可以通过有APEX，ABC和其它特殊费方案来实现。用这种方案，旅客能以较低的票价得到仅



对某次班机有效的机票，若旅客未到，机票失效，旅客会损失掉这部分钱。显然，一些旅客

（主要是做生意的旅客，在其计划内要求奢侈一些）将仍然准备付全费以保持这种奢侈，而

其它的（主要是渡假者）将接受这种限制以减少耗费，这部分旅客将不会轻率地错过班机。

因此我们可以假定他们“未到”的概率为零。则这部分旅客形成了一个固定的旅客基数，他

们是可靠的上机者。 

    假定j个旅客以票价rg订了低价机票，那么，由j个低费旅客和m-k-j个全费旅客产生的

利润为：  
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 而k人未到的概率现在为 jm 个全费旅客中未到k 人的概率，例如 
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飞行期望利润为： 
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    这个式子能编程计算而用来解决 fbrjgmp ,,,,,, 和N变化的影响，象前边一样，如果

我们对飞行耗费f比全比率费用g的关系做出一个近乎实际的假设，这里的计算困难也可能减

小，假定奇点载重时以适当比例混合的全费与低费旅客占了座位60%，从而，当低费旅客比

例增时，因偿付全费的旅客比例减少了，全费用基数应相应增加，相应奇异条件就是： 
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因此，由（4.4-10）与此方程结合有等价于（4.4-7）的式子： 
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同样编程即可用来计算这种情况下的 f

S

。现在，模型已被提炼成为这里的一个有充分多变

量及参量的式了，并且表达方式实用而清楚，就建模本身而言，教导学生做到这一点很有益，

在工业及商业环境中的数学家所需要有的技能之一就是以清楚而且通俗的方式为非数学家

提供并表述他们的发现。 

    本文建立了模型却没有给出任何确定的结论，这只因为对许多外部参量没有做进一步的

研究而不能定出其确定值。然而，本文着重说明了成功提炼而建立模型的过程，以及用模型

来获取定量结果（如：趋势的与直觉的）并组织观察多变量函数参量变化的方法。 

 

 

 

四、彩票中的概率问题 

一、问题的提出 

近年来“彩票飓风”席卷中华大地，巨额诱惑使越来越多的人加入到“彩民”的行列，

目前流行的彩票主要有“传统型”和“乐透型”两种类型。 

“传统型”采用“10选6+1”方案：先从6组0~9号球中摇出6个基本号码，每组摇出一

个，然后从0~4号球中摇出一个特别号码，构成中奖号码。投注者从0~9十个号码中任选6个

基本号码（可重复），从0~4中选一个特别号码，构成一注，根据单注号码与中奖号码相符

的个数多少及顺序确定中奖等级。以中奖号码“abcdef+g”为例说明中奖等级，如表一（X

表示未选中的号码）。 

表一 

中  奖 

等  级 

10  选  6+1（6+1/10） 

      基 本 号 码                       特别号码 说  明 

一等奖 abcdef                                                  

g 

选7中（6+1） 



二等奖 abcdef   选7中（6） 

三等奖 abcdeX    Xbcdef          选7中（5） 

四等奖 abcdXX   XbcdeX    XXcdef 选7中（4） 

五等奖 abcXXX  XbcdXX    XXcdeX   XXXdef      选7中（3） 

六等奖 abXXXX  XbcXXX   XXcdXX  XXXdeX   XXXXef   选7中（2） 

 “乐透型”有多种不同的形式，比如“33选7”的方案：先从01~33个号码球中一个一

个地摇出7个基本号，再从剩余的26个号码球中摇出一个特别号码。投注者从01~33个号码中

任选7个组成一注（不可重复），根据单注号码与中奖号码相符的个数多少确定相应的中奖

等级，不考虑号码顺序。又如“36选6+1”的方案，先从01~36个号码球中一个一个地摇出6

个基本号，再从剩下的30个号码球中摇出一个特别号码。从01~36个号码中任选7个组成一注

（不可重复），根据单注号码与中奖号码相符的个数多少确定相应的中奖等级，不考虑号码

顺序。这两种方案的中奖等级如表二。 

                               表二 

注：●为选中的基本号码；★ 为选中的特别号码；○ 为未选中的号码。 

     以上两种类型的总奖金比例一般为销售总额的50%，投注者单注金额为2元，单注若已

得到高级别的奖就不再兼得低级别的奖。现在常见的销售规则及相应的奖金设臵方案如表

三，其中一、二、三等奖为高项奖，后面的为低项奖。低项奖数额固定，高项奖按比例分配，

但一等奖单注保底金额60万元，封顶金额500万元，各高项奖额的计算方法为： 

中  奖 

等  级 

33  选  7（7/33） 36  选  6+1（6+1/36） 

基 本 号 码  特别号码 说  明 基 本 号 码  特别号码 说  明 一等奖 ●●●●●●●       选7中（7） ●●●●●●     ★ 选7中（6+1） 

二等奖 ●●●●●●○   ★ 选7中（6+1） ●●●●●●   选7中（6） 

三等奖 ●●●●●●○ 选7中（6） ●●●●●○     ★ 选7中（5+1） 

四等奖 ●●●●●○○    

★ 

选7中（5+1） ●●●●●○     选7中（5） 

五等奖 ●●●●●○○ 选7中（5） ●●●●○○     ★ 选7中（4+1） 

六等奖 ●●●●○○○    

★ 

选7中（4+1） ●●●●○○     选7中（4） 

七等奖 ●●●●○○○ 选7中（4） ●●●○○○     ★ 选7中（3+1） 



[(当期销售总额 ×总奖金比例) -低项奖总额 ]×单项奖比例  

（1）根据这些方案的具体情况，综合分析各种奖项出现的可能性、奖项和奖金额的设

臵以及对彩民的吸引力等因素评价各方案的合理性。 

（2）设计一种“更好”的方案及相应的算法，并据此给彩票管理部门提出建议。 

                                 表三  

序

号 

      奖

项 

方案 

一等

奖 

比  

例 

二等

奖 

比  

例 

三等

奖 

比  

例 

四等

奖 

金  

额 

五等

奖 

金  

额 

六等

奖 

金  

额 

七等

奖 

金  

额 

备  注 

1 6+1/10 50% 20% 30% 50    按序 

2 6+1/10 60% 20% 20% 300 20 5  按序 

3 6+1/10 65% 15% 20% 300 20 5  按序 

4 6+1/10 70% 15% 15% 300 20 5  按序 

5 7/29 60% 20% 20% 300 30 5   

6 6+1/29 60% 25% 15% 200 20 5   

7 7/30 65% 15% 20% 500 50 15 5  

8 7/30 70% 10% 20% 200 50 10 5  

9 7/30 75% 10% 15% 200 30 10 5  

10 7/31 60% 15% 25% 500 50 20 10  

11 7/31 75% 10% 15% 320 30 5   

12 7/32 65% 15% 20% 500 50 10   

13 7/32 70% 10% 20% 500 50 10   

14 7/32 75% 10% 15% 500 50 10   

15 7/33 70% 10% 20% 600 60 6   

16 7/33 75% 10% 15% 500 50 10 5  

17 7/34 65% 15% 20% 500 30 6   

18 7/34 68% 12% 20% 500 50 10 2  

19 7/35 70% 15% 15% 300 50 5   

20 7/35 70% 10% 20% 500 100 30 5  



21 7/35 75% 10% 15% 1000 100 50 5  

22 7/35 80% 10% 10% 200 50 20 5  

23 7/35 100% 2000 20 4 2   无特别

号 

24 6+1/36 75% 10% 15% 500 100 10 5  

25 6+1/36 80% 10% 10% 500 100 10   

26 7/36 70% 10% 20% 500 50 10 5  

27 7/37 70% 15% 15% 1500 100 50   

28 6/40 82% 10% 8% 200 10 1   

29 5/60 60% 20% 20% 300 30    

二、符号说明与基本假设 

1、符号说明 

0r ——总奖金比例（本题中 %500 r ） 

0t ——单注金额（本题中 )(20 元t ） 

N ——彩票销售总量（张） 

ijp
——第 i 种彩票的第 j 等奖项的中奖概率 

ijv
——第 i 种彩票的第 j 等奖项的奖金额 

BM ——保底金额（60万） 

FM ——封顶金额（500万） 

ia
——单项奖比例 )3,2,1( i  

2、基本假设 

（1）只考虑同一地区的彩票发行问题。 

（2）在同一个地区里，在很长一段时期内，人的心性是不会改变的。 

（3）只分析同一地区，不考虑经济差别的因素。 

三、问题的分析 

对于问题一，题目要求给出彩票合理性的评价准则，为此，我们必须明确以下三个问题：

①什么叫做合理；②影响合理性的因素有哪些；③这些因素是如何影响合理性的。 



对于①，我们有如下结论： 

定理 1 彩票发行的合理性与彩票对彩民的吸引力是等价的。 

证明  就彩票公司而言，发行彩票的主要目的是追求利润，在 0r 与 0t 一定的

前提下，其利润只与 N 有关，显然N 越大，彩票公司可以获得的利润也越大，彩票

发行也就越合理。而影响 N 的因素就是该彩票对彩民的吸引力，吸引力越大，N 越

大，该彩种也就越合理。 

对于②，在定理一的基础上，显然可以得到下面的推论：影响合理性的因素等价于影响

吸引力的因素。 

就影响吸引力的因素而言，我们可以从分析彩民购买彩票的心理入手。对于彩民来说，

影响他购买彩票的主要因素有：①一等奖的奖金；②中奖率；③低等奖的奖金额。由于中一

等奖的概率非常低，因此一等奖的概率对彩民的影响是极其微小的，相对于上面的三个因素

而言，可以忽略。  

 

四、模型的建立与求解 

㈠ 彩民获各奖项的概率 

用 q表示彩票，
)(qGn 表示 q是获第 n 等奖的彩票。 

.a  “传统型”彩票的概率计算。 

对于“传统型”彩票，由于各个奖项之间的相互影响，如果采用排列组合的方法来

求解的话，会使问题变得很复杂以至很难求解。因此，我们采用了计算机编程，编制了

一个与
)(qGn 作用相同的函数，运用枚举法，方便的解决了“传统型”彩票的概率计算

问题。运算结果如下表所示： 

表一、“传统型”彩票奖项中奖的概率 

中奖等级 一等奖 二等奖 三等奖 四等奖 五等奖 六等奖 

中奖概率 2.00E-07 8.00E-07 1.80E-05 0.000261 0.00342 0.042039 

 

b .“乐透型”彩票的概率计算。 

对于“乐透型”彩票的概率的计算，我们可采用简单的排列组合来求解。其计算公式如
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按照上面的概率计算方法，我们可以得到下面的一个概率表：表二 

表二：概率表 

   奖项         

概率 

序号          

一 

等 

奖 

二 

等 

奖 

三 

等 

奖 

四 

等 

奖 

五 

等 

奖 

六 

等 

奖 

七 

等 

奖 

1 2.00E-07 8.00E-07 1.80E-05 0.000261 未设奖 未设奖 未设奖 

2 2.00E-07 8.00E-07 1.80E-05 0.000261 0.00342 0.042039 未设奖 

3 2.00E-07 8.00E-07 1.80E-05 0.000261 0.00342 0.042039 未设奖 

4 2.00E-07 8.00E-07 1.80E-05 0.000261 0.00342 0.042039 未设奖 

5 6.40E-07 4.48E-06 9.42E-05 0.000283 0.002826 0.004709 未设奖 

6 6.40E-07 1.41E-05 8.46E-05 0.000888 0.00222 0.0148 未设奖 

7 4.90E-07 3.44E-06 7.57E-05 0.000227 0.002383 0.003971 0.026476 

8 4.90E-07 3.44E-06 7.57E-05 0.000227 0.002383 0.003971 0.026476 

9 4.90E-07 3.44E-06 7.57E-05 0.000227 0.002383 0.003971 0.026476 

10 3.80E-07 2.66E-06 6.12E-05 0.000184 0.002021 0.003368 0.023572 

11 3.80E-07 2.66E-06 6.12E-05 0.000184 0.002021 0.003368 未设奖 

12 3.00E-07 2.08E-06 4.99E-05 0.00015 0.001722 0.00287 未设奖 

13 3.00E-07 2.08E-06 4.99E-05 0.00015 0.001722 0.00287 未设奖 



14 3.00E-07 2.08E-06 4.99E-05 0.00015 0.001722 0.00287 未设奖 

15 2.30E-07 1.64E-06 4.10E-05 0.000123 0.001475 0.002458 未设奖 

16 2.30E-07 1.64E-06 4.10E-05 0.000123 0.001475 0.002458 0.018843 

17 1.90E-07 1.30E-06 3.38E-05 0.000101 0.001269 0.002115 未设奖 

18 1.90E-07 1.30E-06 3.38E-05 0.000101 0.001269 0.002115 0.016916 

19 1.50E-07 1.04E-06 2.81E-05 8.43E-05 0.001096 0.001827 未设奖 

20 1.50E-07 1.04E-06 2.81E-05 8.43E-05 0.001096 0.001827 0.015224 

21 1.50E-07 1.04E-06 2.81E-05 8.43E-05 0.001096 0.001827 0.015224 

22 1.50E-07 1.04E-06 2.81E-05 8.43E-05 0.001096 0.001827 0.015224 

23 1.49E-07 2.91E-05 0.001181 0.017051 0.10657 未设奖 未设奖 

24 1.20E-07 3.47E-06 2.08E-05 0.000292 0.00073 0.006566 0.008755 

 

㈡ 合理性的综合评价模型 

根据问题分析可知，一等奖的奖金额效用、中奖率、低等奖的奖金额都是评价彩票吸引

力的指标。记各个指标分别为 1jx
（一等奖奖金额效用）， 2jx

（中奖率）， 3jx
（低等奖的

金额），各彩种的指标数据矩阵 
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其中，
)3,2,1,,,2,1(0  jsixij 
表示序号为 i 的彩票的第 j 项指标数据。记决策向量为

),,( 321 iiii xxxd 
。 

1、 ijx
的确定 

⑴ 1j 时，一等奖的奖金 1iv
（单注期望值） 

根据题中给出的计算高等奖的奖金总额公式， 

[(当期奖金总额总奖金比例 ) 低项奖总额 ] 单项奖比例 

我们可以得到 ijv
的计算公式 
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显然， 1iv 从100变到200比从400变到500对彩民的吸引力要大得多。一等奖奖金额效用

这一指标是一个典型的模糊概念。由模糊数学隶属度的概念和决策分析理论的知识，我们需

求出它的效用函数。对于一等奖的而言，彩民能够拿到封顶金额 500FM 万时，彩民的

满意度（效用）为 %100 即1，当彩民只能拿到保底金额 60BM 万时，效用为0。我们可

以通过一种效用函数曲线的经验求法，求出本题的效用函数。记 )(xU 为效用函数，满足

条件（1）、（2）： 

0,0
2


dx

Ud

bx

a

dx

dU




                               （1） 

0)106.0(5.0)103(,1)105( 666  UUU                （2） 

则由方程组（1）及条件（2）利用Mathematic可解得效用函数： 

    
15ln742.2315.7)(  xxU

 

效用函数曲线图如下： 

 

效用函数曲线图 

根据这一效用函数以及 1iv
的计算，我们可以得到

)( 11 ii vUx  ),,2,1( si  . 

⑵ 2j  指标 2x 是指所有奖项的中奖概率之和。即




k

j

iji px
1

2

（ k 为奖项等级） 



⑶ 3j  对于低等奖的奖金额这一指标，在同等程度提高末等奖与四等奖的奖金额情况

下，后者对彩民的吸引力更大。因此，低等奖的奖金总额指标可以简化为四等奖的资金额与

获四等奖的概率的乘积。即 443 iii vpx  。 

至此我们将三种指标 321 ,, jjj xxx
转化为一等奖的奖金效用 )( 1ivU ，获奖概率和




k

j

ijp
1 ，四等奖的奖金额与四等奖的概率之积 44 ii pv  ),,2,1( si  。并得到了各彩种的指

标数据矩阵
)3,2,1;,,2,1()( 3   jsixX sij 
。 

2、三种指标的权值的确定 

显然，每一种指标对彩民的吸引力的影响度是不同的，对于各个指标的权值具体确定，

我们可以利用层次分析法的内容来给出，这在以后再进行讨论。在这里，由假设一与假设二

的前提， iw 可以认为是一个定值且不妨设 321 www  ，

1
3

1


s

sw
。在本题中我们给定

6.01 w ， 3.02 w ， 1.03 w 。 

3、综合评价 

 ⑴指标的无量纲化 

首先将指标数据无量纲化。这里，我们采用极差正规法消去数据的量纲。令 
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经无量纲化后，指标数据矩阵 X 化成了决策矩阵
 1,0,)( 3   ijsij yyY

。 

⑵给指标赋权 

用前面求出的指标的权重对决策矩阵Y 进行加权处理。令 ijjij ywz 
，得到赋权后的决

策矩阵
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。决策向量设为
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⑶求出期望决策和决策投影，进行综合评价 

构造理想决策向量
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再求出各决策向量在理想决策向量方向上的投影： 
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以各决策向量的投影值 iD 作为各种彩票方案综合评价值，按越大越好的原则，可得到给出

的24种彩票的最终的评价结果。 

表五：吸引力综合指标表及其排序表 

  表五： 

     指  标 

 方 案 

 

D  

 

排 序 

9 7/30       0.5397 1 

11 7/31 0.5363 2 

5 7/29 0.5048 3 

 

㈢ “更好”的彩票发行方式的制定模型 

对某一具体彩种（m 选 n ）发行方案的好与坏的分析，我们依然从一等奖的奖金效用、

中奖率、四等奖的中奖概率与奖金额之积这三个指标加以分析。显然这三个指标的值越大，

此种发行方案就是一种“更好”的方案。 
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这是一个多目标规划问题。我们采用常规的对 if 加权处理的方法，将多目标规划转化

为单目标规划，其中 if 的权就是 iw
，即

 
i

ii fw max
。 

下面我们分析这一目标的约束条件： 

①对于总奖金比例 0r ，单张彩票的价格 0r 一定的彩种来说，其单张彩票的期望值

1%50200

1




rtvp
k

i

ii

。 

②就低等奖而言，考察 i 与 1i 这两个相邻的等级，虽然 1i 等奖的奖金额 

比 i等奖要小，但是由于中奖人数比 i 等奖的中奖人数要大得多。因此， 1i 等奖的奖金总



额比 i 等奖的要多，即 )1,,5,4(,11   kivpvp iiii  。 

③对于某一确定的彩种（ m 选 n ），它的奖项等级的设臵 k 最多不应超过n ，即 nk  。

比如，35选7，那么最多就只有7等奖。这与原题中给出的数据也是相当吻合的。 

④对于最低的一等奖即 k 等奖，其奖金额 kv ，我们可以根据在模型2中得到的效用函数

得到 5kv 元，这与现实中的彩票发行情况也是相当吻合的。 

⑤显然奖项等级越高，奖金额越大，即 1 ii vv 。 

根据上面的分析，我们可以将这一问题转化为如下的一个单目标规划模型： 
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模型的求解 

对于上面目标规划问题，我们可以借助于经典的求解单目标规划的方法进行求解。对于

每一个具体的彩种，我们可以利用上面的模型得到一个“更好”的方案。有了这些方案，我

们可以制定一个如下的表格： 

表六：较优方案表 

序

号 

奖 

项 

获 

奖 

方案 

一 

等 

奖 

比 

例 

二 

等 

奖 

比 

例 

三 

等 

奖 

比 

例 

四 

等 

奖 

金 

额 

五 

等 

奖 

金 

额 

六 

等 

奖 

金 

额 

七 

等 

奖 

金 

额 

备 

注 

 

1 6+1/10 80% 10% 10% 400 20 5 0 按序 

2 7/29 80% 5% 15% 300 25 15 5  

3 6+1/29 75% 12% 13% 250 25 5 0  

4 7/30 70% 10% 20% 500 50 15 5  

5 7/31 72% 10% 18% 500 50 20 5  



 

 


