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第三章 矩阵的初等变换与线性方程组

第 1 节 矩阵的初等变换

教 学
主 要
内容

1.矩阵初等变换的定义，以及如何对一个矩阵做初等变换；

2.矩阵的等价标准形；

3.用初等变换法，求矩阵的逆矩阵。

教 学
目 标

【知识目标】：①掌握矩阵的初等变换；②会求矩阵的等价标准形。

【能力目标】：①通过在教师引导下探索新知的过程，培养学生观察、分析、判

断、归纳的自学能力；②锻炼学生联系、对应、转化的辩证思想。

【情感目标】：通过探索、归纳、总结的过程，激发学生观察、分析、探求的兴

趣和热情，培养学生积极探索的科学态度，探索事物本质属性的

欲望。

教材
分析

重点 矩阵的初等变换

难点 矩阵的等价标准形

教学方法与手
段

探究式教学法+黑板粉笔

学习
方法

学生可利用教师精心准备的例题，通过教师的引导，不断观察、分析、

探索、归纳总结。

教 学
学时数

2 学时，90 分钟。
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(一)复习引入

1.想一想： 观察下面这个线性方程组的求解过程

1 2 3

1 2 3

1 3

2 2 3
4 3 5

2 2

x x x
x x x

x x

  
   
  

线性方程组还可以表示成矩阵形式 A x b ，对于线性方程组的求解可以用下

面的矩阵展示，请同学们回答，下面对矩阵所做的处理。

2 1 2 3
4 1 3 5
2 0 1 2

 
 
 
 
 

2 1 2 3
0 1 1 1
0 0 0 0

 
     
 
 

2 1 2 3
0 1 1 1
0 0 0 0

 
   
 
 

2.思考：在这个求解过程中，对矩阵做过那些变换？

分析：以非零的数 k 乘矩阵的某一行；

把矩阵的某一行的 l 倍加于另一行上；

交换矩阵的两行。

上述变换是可逆的，变换前的方程组和变换后的方程组是同解方程组，故这三

种变换是同解变换。

计算行列式时，可以利用行列式的性质将行列式化为上三角形式，从而简

化计算，那么，把行列式的某些性质应用到矩阵上，会给矩阵的运算带来很大

的方便，这些性质反应到矩阵上就是矩阵的初等变换。

定义 1 (矩阵的初等变换)

对矩阵施以的下列 3 种变换 称为矩阵的初等变换

(1)交换矩阵的两行(列) i jr r

(2)以一个非零数 k乘矩阵的某一行(列) ikr

(3)把矩阵的某一行(列)的 k倍加于另一行(列)上
j ir + kr

初等变换包含初等行变换和初等列变换。

定义 2 若矩阵 A经过有限次初等变换变成矩阵B，则称矩阵 A与B等价，记为

A B或 A ~ B

矩阵之间的等价关系的基本性质：自反性，对称性，传递性
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探究：矩阵经过若干次初等变换后，可以化成什么形式的矩阵？什么样的

矩阵比较简单？

（1）引入中的例子（备注：不要一次就计算到行标准形，在黑板上留下空

余地方为行最简行和标准形）

2 1 2 3
4 1 3 5
2 0 1 2

 
 
 
 
 

2 1 2 3
0 1 1 1
0 1 1 1

 
     
    

2 1 2 3
0 1 1 1
0 0 0 0

 
     
 
 

2 1 2 3
0 1 1 1
0 0 0 0

 
   
 
 

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 
   
 
 

（2）

3 0 1
1 1 2
0 1 1

 
   
 
 

A

1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 0 0
3 0 1 0 3 5 0 1 1 0 1 1 0 1 0
0 1 1 0 1 1 0 3 5 0 0 8 0 0 1

            
                       
                   

在以上的变换中，我们碰到过那些有代表性的矩阵？（不同的步骤提到了行

阶梯形矩阵，行最简形矩阵，标准形矩阵）

行阶梯形矩阵： 1

1 1 2 1 4
0 1 1 1 0
0 0 0 2 6
0 0 0 0 0

 
  
 
 
 

A

1.可画出一条阶梯线，线的下方全为零；2.每个台阶只有一行；3.阶梯线的

竖线后面是非零行的第一个非零元素。

行最简形矩阵： 2

1 1 2 1 4
0 1 1 1 0
0 0 0 1 3
0 0 0 0 0

 
  
 
 
 

A

非零行的第一个非零元为 1； 这些非零元所在的列的其他元素都为零。

标准形矩阵： 3

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

A
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左上角是一个单位矩阵，其它元素全为零。

行阶梯形矩阵，行最简形矩阵，标准形矩阵这三类矩阵之间的联系和区别

是什么？

上面的这些特殊的矩阵中，最终最简洁的、最简单的矩阵具有什么模式？标准

形矩阵

定理 1 任意一个矩阵 ( )m n ij m na A 经过若干次初等变换，可以化为下面形

式的矩阵D .

1

1
0

0

r

 
 
 
 

  
 
 
  
 





D 行。

D称为矩阵的等价标准形。

请同学自己归纳，求矩阵的等价标准型的步骤。

初等矩阵

定义 2 (初等矩阵)

对单位矩阵 E施以一次初等变换得到的矩阵，称为初等矩阵。

（1）交换矩阵的两行(列)

1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 0

( 2 , 3)
0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1

   
   
     
   
   
   

E E

（2）以一个非零数 k乘矩阵的某一行(列)

1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0

(2 ( ))
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

   
   
     
   
   
   

k
kE E

（3）把矩阵的某一行(列)的 l倍加于另一行(列)上
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1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0

(3 2 ( ))
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

   
   
     
   
   
   

l
lE E

以上还要注意符号表示

注：初等矩阵都是可逆的，且它们的逆矩阵仍是同一类型的初等矩阵。

初等变换部分的第一次课在这里上完。

初等变换部分的第二次课从这里开始。

复习旧知：

请同学们回答如下问题：1.矩阵初等变换的定义；2.阶梯形矩阵、最简阶梯

形矩阵、标准形矩阵，初等矩阵。

今天这节课具体学习 1.初等矩阵与初等变换的关系；2.求逆矩阵的初等变

换法

下面我们探讨初等矩阵和初等变换之间有什么关系？

请仔细观察下面的问题：

3 0 1
1 1 2
0 1 1

 
   
 
 

A ，交换第一行与第二行，有

1 1 2
3 0 1
0 1 1

 
 
 
 
 

;

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
   
 
 

E ，交换第一行与第二行，有

0 1 0
1 0 0
0 0 1

 
 
 
 
 

;

0 1 0 3 0 1 1 1 2
1 0 0 1 1 2 3 0 1
0 0 1 0 1 1 0 1 1

     
           
     
     

。

3 0 1
1 1 2
0 1 1

 
   
 
 

A ，给 A的第二行乘以3 加到第一行，有

0 3 5
1 1 2
0 1 1

 
  
 
 

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
   
 
 

E ，给 E的第二行乘以-3 加到第一行，有

1 3 0
0 1 0
0 0 1

 
 
 
 
 

;
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1 3 0 3 0 1 0 3 5
0 1 0 1 1 2 1 1 2
0 0 1 0 1 1 0 1 1

      
            
     
     

。

归纳：对 ( )m n ij m na A 的行施以一次某种初等变换得到的矩阵，等于用同

种的m阶初等矩阵左乘 A。

猜想：要是对 A的列施以一次某种初等变换得到的矩阵，会等于什么？

将 A的第三列乘 2 加于第一列，有

5 0 1
5 1 2
2 1 1

 
  
 
 

；

将 E的第三列乘 2 加于第一列，有

1 0 0
0 1 0
2 0 1

 
 
 
 
 

，

3 0 1 1 0 0 5 0 1
1 1 2 0 1 0 5 1 2
0 1 1 2 0 1 2 1 1

     
            
     
     

；

归纳：对 ( )m n ij m na A 的列施以一次某种初等变换得到的矩阵，等于用同

种的m阶初等矩阵右乘 A。

求逆矩阵的初等变换法

引例 求下列矩阵的阶梯形矩阵、最简阶梯形矩阵、标准形矩阵（分组完成）

1 0 1
2 1 0
3 2 5

 
   
   

A ，

1 1 2
3 3 1
2 2 4

 
   
   

B

请同学们看着你的过程和结果，回答我的问题。

1. 矩阵 A的等价标准形是什么？矩阵 A可逆吗？

若矩阵可逆，矩阵 A的等价标准形是单位矩阵。

2. 矩阵B的等价标准形是什么？矩阵B可逆吗？

矩阵不可逆等价标准形不是单位矩阵。

3. 将可逆矩阵 A化为标准形时，仅仅使用了初等行变换。

下面，借助该引例，从两方面说明可逆矩阵与初等矩阵的关系。

一方面，对 A施以若干次初等变换化为矩阵F（标准形矩阵），而对 A施以
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初等变换等于用相应的初等矩阵乘 A，即 1 2 1 2s t  P P P AQ Q Q F ，假设 A可

逆，又因为初等矩阵可逆，则其乘积也可逆，所以F可逆，则 0F ，于是F不

能有任一行（列）的元素全为零，因此F必等于 n阶的单位矩阵 nE 。

另 一 方 面 ， 若 A 可 逆 ， 则 1 2 1 2s t  P P P AQ Q Q F ， 那 么

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1s t s t

           A P P EQ Q P P Q Q ，即可逆矩阵 A可以表示成一些

初等矩阵的乘积。

该问题还可以怎么说？由以上 3 我们知道：将可逆矩阵 A化为标准形时，

仅仅使用了初等行变换，即 1 2 s P P P A E，而又因为初等矩阵的乘积是可逆矩

阵，所以以上还可以写成 PA E 。

定理 2 n阶矩阵 A为可逆矩阵的充分必要条件是它可以表示为一些初等

矩阵的乘积。

探究如何求可逆矩阵 A的逆矩阵？

如果 A可逆，则 1A 也可逆，则存在初等矩阵 1 2, , , kG G G ，使

1
1 2 k

  A G G G ，那么有 1
1 2 k

  AA G G G A ,

即 1 2 k E G G G A

1
1 2 kGG G  A E 。

上式分别表示对 A施以若干次初等行变换化为 E，对 E施以同样的初等变换化

为 1A 。

初等变换的应用

例 1 求矩阵

1 0 1
2 1 0
3 2 5

 
   
   

A 的逆矩阵。

例 2 求矩阵

1 2 3
2 2 1
3 4 3

 
   
 
 

A 的逆矩阵。
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例 3 设

2 1 1
1 1 2
4 6 2

  
   
  

A 的行最简形矩阵为F，求F，并求一个可逆矩阵

P ，使 PA = F

用初等变换法求解矩阵方程

如果矩阵 A可逆，则矩阵方程 AX B的解为 1X A B

用初等矩阵与初等变换的关系理解

1( , ) ( , ) ( , ) ( , )P   A B PA PB E PB E A B

对 ( , )A B 实施初等行变换，当 A变为E ,B就变成了 1A B，即方程组的解。

例 4 求矩阵方程 X ，使 AX B

1 2 3
2 2 1
3 4 3

 
   
 
 

A ，

2 5
3 1
4 3

 
   
 
 

B 答案：

3 2
2 3

1 3

 
    
 
 

X

结果是

1 0 0 3 2
0 1 0 2 3
0 0 0 1 3

 
    
 
 

A

例 5 求矩阵方程 X ，使 XA B

1 0 2
0 2 1
2 1 5

 
   
   

A ，
1 1 0

1 2 1
 

   
B 答案

1 1 0
1 2 1
 

   
X

举一反三，请大家继续回答下面的问题。

例 6 求矩阵方程

1 1 0
1 1 1 1 0

0 1 1
1 2 1 0 1

1 0 2

 
                

X 。

例 7已知矩阵

1 0 1
2 1 0
3 2 5

 
   
   

A 与同阶矩阵 X 满足  X A AX ，求 X 。

解线性方程组的新方法

例 8 求解线性方程组
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2
2 3 1

3 2 5 0

  
   
   

x x x
x x x
x x x
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（三）课堂小结

掌握矩阵的初等变换，会求矩阵的等价标准形；

掌握求逆矩阵的方法，并会熟练的求一个矩阵的逆矩阵。

会应用矩阵的逆，求解矩阵方程。

(四)思考题：

判断矩阵是否可逆的方法都有那些，求逆矩阵的方法都有哪些？各有什么

优缺点？
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第 2 节 矩阵的秩

教学
主要
内容

1.矩阵的 k阶子式；

2.矩阵秩的定义及其求法；

教学
目标

【知识目标】：①理解并掌握矩阵的 k阶子式；②掌握矩阵秩的计算，并学会灵活应用。

【能力目标】：①通过在教师引导下探索新知的过程，培养学生观察、分析、判断、归

纳的自学能力；②锻炼学生联系、对应、转化的辩证思想。

【情感目标】：通过探索、归纳、总结的过程，激发学生观察、分析、探求的兴趣和热

情，培养学生积极探索的科学态度，探索事物本质属性的欲望。

教材
分析

重点 矩阵秩的定义及其求法

难点 矩阵秩的定义

教学方法与
手段

探究式教学法，黑板+粉笔

学习
方法

学生可利用教师精心准备的例题，通过教师的引导，不断观察、分析、探

索、归纳总结.

教 学
学时数

2 学时，90 分钟。
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矩阵秩的概念是由英国数学家西尔维斯特在 1851 年给出的，距今已一百多年了。

西尔维斯特（James Joseph Sylvester ，公元 1814 年 9 月 3 日─公元 1897 年 3 月 15

日）是英国数学家。

贡献主要在代数学方面。他同凯莱一起，发展了行列式理论，创立了代数型的理

论，共同奠定了关于代数不变量的理论基础。他创造了许多数学名词，当代数学中常

用到的术语，如不变式、判别式、雅可比行列式等都是他引入的。他一生发表了几百

篇论文，著有《椭圆函数专论》一书。

(一)复习引入

1.想一想：在矩阵的初等变换中，我们知道任何一个矩阵都有行阶梯形和等价标准型。

例如

2 1 2 2 1 2 1 0 0
4 1 3 0 1 1 0 1 0
2 0 1 0 0 0 0 0 0

     
              
     
     

A

1 0 1 1 0 1 1 0 0
0 2 2 0 1 1 0 1 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0

     
              
     
     

B

1 0 1 1 0 1 1 0 0
2 1 0 0 1 2 0 1 0
3 2 5 0 0 6 0 0 1

     
             
           

C

2 2 3 1 1 0 1 0 0
1 1 0 0 1 1 0 1 0
1 2 1 0 0 1 0 0 1

     
             
           

D

任何一个m n 矩阵 A都有唯一的一个标准形,也就是说标准型中 1 的个数是规定

的，这个 1的个数就是非零首元的个数，也就是非零行的个数。

在这样一个变换的过程中，什么量是不变的，就像当下流行的说法，不论我们的

人生怎么变化，怎么折腾，我们的那颗初心是不能变的。

2.思考：以上的问题说明了矩阵的什么本质？为了研究这个问题，下面，首先给出一

个定义。

(二)讲授新知

定义 1 设  ijaA 是m n 矩阵，从 A中任取 k行 k列（ min( , )k m n ），位于这些

行和列相交处的元素，保持他们原来的相应位置所构成的 k阶行列式，称为矩阵 A的一
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个 k阶子式。

1 2 3 0
0 1 2 1
2 4 6 0

 
   
 
 

A , A的一阶子式，二阶子式，三阶子式有几个？为多少？

矩阵

1 1 1 1 1
0 3 1 1 2
0 0 0 2 3
0 0 0 0 0

 
  
 
 
 

B 的一阶子式为有 20 个，二阶子式有几个？为多少？三

阶子式有几个？为多少？四阶子式有几个？为多少？

对于矩阵B发现四阶子式为零，一阶子式有不为零的，
1 1

1
1 2


 


，

1 1 1
3 1 1 6
0 0 2


  ，

四阶子式都为零。

m n 矩阵的 k阶子式有 k k
m nC C 个。

!
!( )!

k
n

nC
k n k




如果一个矩阵的二阶子式都为零，那三阶子式如果有的话，会为零吗？

矩阵
11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

a a a a
a a a a
a a a a

 
   
 
 

A

矩阵 A的一个 3阶子式
11 12 13

22 23 21 23 21 22
21 22 23 11 12 13

32 33 31 33 31 32
31 32 33

a a a
a a a a a a

a a a a a a
a a a a a a

a a a
  

如果矩阵 A中所有 2阶子式都等于零，那么这个 3阶子式也等于零。

根据行列式按行（列）展开法则可知，矩阵 A中任何一个 2r  阶子式都可以用 1r  阶

子式表示。

如果矩阵 A中所有 1r  阶子式都等于零，那么所有 2r  阶子式也都为零。

所有高于 1r  阶的子式也都为零。

签于以上分析，我们发现，矩阵 A的三阶子式全为零，二阶子式有不为零的，就

是说非零子式的最高阶数是 2；

矩阵B的四阶子式全为零，三阶子式有不为零的，就是说非零子式的最高阶数是 3。

鉴于这个非零子式的最高阶数是矩阵一个非常重要的特性，我们给它起一个较为
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简单，好叫的名字矩阵 A的秩。下面给出矩阵的秩的严格定义。

定义 2 设 A为m n 矩阵。如果 A中不为零的子式最高阶数为 r，即存在 r阶子式

不为零，而任何 1r  阶子式皆为零，则称 r为矩阵 A的秩，记作   R rA 。

由此定义我们知道，上例中 ( ) 2R A ， ( ) 3R A 。

当 OA 时，规定 ( ) 0R A . 0 min( , )r m n 

对于 n阶矩阵 A， 0A ，   R nA ； 0A ，   R nA ，即可逆矩阵的秩等于矩

阵的阶数，不可逆矩阵的秩小于矩阵的阶数。

（1）当 A为 n阶矩阵，且   R nA 时，称矩阵 A为满秩矩阵。

（2）不同的矩阵可能具有相同的秩。

求矩阵

2 3 0
1 0 1
0 1 0

 
   
 
 

C 的秩

求矩阵

1 0 0 1 4
0 1 0 2 5
0 0 1 3 6
1 2 3 14 32
4 5 6 32 77

 
 
 
 
 
 
 
 

D 的秩。

碰到的困难，当矩阵的行数、列数较大时，用定义求矩阵的秩很不方便，即寻找

最高阶非零的 r 阶子式不容易。那我们就要找简便的方法了，请大家想想，我们前面

刚刚学了比较好的方法是矩阵的初等变换法。

回到开始的例子

2 1 2 2 1 2 1 0 0
4 1 3 0 1 1 0 1 0
2 0 1 0 0 0 0 0 0

     
              
     
     

A

在矩阵的初等行变换过程中，矩阵的标准型是唯一的。

(初等变换)
 

   
 

E
A r 0

0 0

初等变换不改变矩阵非零子式的最高阶数

标准形由 A 唯一确定 不变量 初等变换不改变矩阵非零子式的最高阶

数
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我们知道矩阵 A的秩为 2，A的阶梯型中非零行的行数为 2，等价标准型中 1的个

数为 2。

1 0 1 1 0 1 1 0 0
2 1 0 0 1 2 0 1 0
3 2 5 0 0 6 0 0 1

     
             
           

C

矩阵C 的秩为 3，B的阶梯型中非零行的行数为 3，等价标准型 1的个数为 3。

鉴于上面的问题，是否可以对矩阵 A作一系列初等行变换，将 A化为阶梯形矩阵，

阶梯形矩阵中非零行的行数 r即是矩阵 A的秩  R A 。

这个回答是肯定的，我们有定理作保证。

定理 1 矩阵经初等变换后，其秩不变。

11 12 1 1

22 2 20

0 0
0 0 0 0

0 0 0 0

r n

r n

rr rn

b b b b
b b b

b b

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

 
 

   
 
 

   
 

A

推论：若可逆矩阵 ，P Q使 PAQ = B，则    R RA B 。

求矩阵的秩和最高阶非零子式的方法：

1.求矩阵的秩，只要用初等行变换把矩阵化成行阶梯形矩阵，行阶梯形矩阵

中非零行的行数就是该矩阵的秩。

2. 求 A的最高阶非零子式，选取行阶梯形矩阵中非零行的第一个非零元所在

的列对应的 A的行和列。

请计算上面矩阵的秩

例 1 求矩阵

1 2 3
2 3 5
4 7 1

 
   
 
 

A ,

3 2 0 5 0
3 2 3 6 1
2 0 1 5 3
1 6 4 1 4

 
   
 
 

  

B 的秩。
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例 2 设

1 2 2 1
2 4 8 0
2 4 2 3

3 6 0 6

  
  
  
 

  

A ，

1
2
3
4

 
 
 
 
 
 

b ，求  ,A b 的秩。

例 3 已知矩阵

1 1 1
1 2 1
2 3 1

 
   
  

A 的秩   2R A ，求。

例 4 已知矩阵

1 1 1
1 1 2

1 2 3

 
   
  a

A ，问 a为何值时，   2R A ；a为何值时，   3R A 。

例 5 设

1 1 2 1
1 2 1

3 1 1

 
   
  

a
b

A ，   2R A ，求 ,a b的值。

例 6 设

1 2 1 1
3 2 1
5 6 3




 
   
 
 

A ，已知   2R A ，求 , 的值。

（三）课堂小结

矩阵的秩是矩阵非常重要的特征，需要掌握一些

1.矩阵的 k阶子式的定义；

2.矩阵秩的定义

3. 矩阵秩的求解方法

（a）概念法，低阶矩阵

(b)初等变换法，将矩阵化为行阶梯阵，行阶梯阵的非零行数就是矩阵的秩。

(四)思考题：

我们已经学习了矩阵的秩及其求法，请思考并总结它的作用？
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第三章 矩阵的初等变换与线性方程组

第 3 节 线性方程组的解

教学
主要
内容

线性方程组的解。

教
学
目
标

【知识目标】：①掌握线性方程组的消元解法并学会灵活应用;②掌握线性方程组有解

的条件，及什么情况有唯一解，什么情况有无穷解。

【能力目标】：①通过在教师引导下探索新知的过程，培养学生观察、分析、判断、归

纳的自学能力；②锻炼学生联系、对应、转化的辩证思想。

【情感目标】：通过探索、归纳、总结的过程，激发学生观察、分析、探求的兴趣和热

情，培养学生积极探索的科学态度，探索事物本质属性的欲望。

教材
分析

重点
线性方程组的消元解法。

难点
线性方程组解的情形。

教学方法
与手段 探究式教学法+黑板粉笔。

学习
方法

学生可利用教师精心准备的例题，通过教师的引导，不断观察、分析、探

索、归纳总结。

教 学
学时数

2 学时，90 分钟。
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本节内容划分为两个问题：1. 探讨 n个未知数m个方程的线性方程组的解法；2.

从理论上探讨线性方程组解的情况，何时有解，何时无解。若有解，则有多少组解；

若有无穷多解，如何表示。

(一)复习引入

1.想一想：

黑板的左边写这些内容：

线性方程组 n个未知数，m个方程的线性方程组

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


    






,矩阵形式为 Ax = b

11 12 1 1 1

21 22 2 2 2

1 2

n

n

m m mn n m

a a a x b
a a a x b

a a a x b

    
    
    
    
    
    




     


A称为方程组的系数矩阵 b 称为方程组的常数项矩阵 x称为 n元未知量矩阵。

线性方程组的增广矩阵

 
11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

n

n

m m mn m

a a a b
a a a b

b

a a a b

 
 
   
  
 




    


A

线性方程组与增广矩阵是一一对应的。

请用初等行变换的方法求解下列线性方程组，并说明解的情况、系数矩阵的秩、

增广矩阵的秩。

例 1 求解线性方程组
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2 6
2 4 3

5 7 28

  
   
   

x x x
x x x
x x x

.

解：  
2 2 1 6

= , 1 2 4 3
5 7 1 28

 
   
 
 

B A b
1 0 0 1
0 1 0 3
0 0 1 2

 
   
 
 

方程组的解

1 2 31 3 2x x x  ， ，
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写成向量形式
1

2

3

1
3
2

   
      
   
   

x
x
x

以上引例说明：该线性方程组有唯一的解，并且系数矩阵和增广矩阵的秩一样都

是 3，这个秩和未知数的个数相同（ ( , ) ( )R R n A b A ）。

反之系数矩阵和增广矩阵的秩一样都是 3，则线性方程组有唯一解。

从该例我们发现，当把增广矩阵化为阶梯形矩阵时，就可以知道它的秩，就可以

知道是否有唯一解，然后再进行回代，化为简化的阶梯形，就知道解是多少。

这个问题进一步说明了：

猜想：线性方程组有唯一解的充分必要条件是 ( , ) ( )R b R n A A

思考：线性方程组有多解时，系数矩阵和增广矩阵的秩会有什么关系，与未知数

的个数有什么关系？或者说当系数矩阵和增广矩阵的秩有什么关系，并且与未知数的

个数有什么关系时，线性方程组有多解？

下面带着这些问题，我们来看例 2

例 2 求解线性方程组

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 1
2 3 3

3 8 1
9 3 7 7

    
    
    
    

x x x x
x x x x
x x x x

x x x x

解 对增广矩阵施以初等行变换 化为阶梯形矩阵 ，简化的阶梯形矩阵

 

1 5 1 1 1
1 2 1 3 3
3 8 1 1 1
1 9 3 7 7

    
    
   

A b

1 5 1 1 1
0 7 2 4 4
0 7 2 4 4
0 14 4 8 8

    
    
   

1 5 1 1 1
0 7 2 4 4
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

    
    
  
 

1 5 1 1 1
2 4 40 1
7 7 7

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

    
 
   

  
 
 
 
 

3 13 131 0
7 7 7
2 4 40 1
7 7 7

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 
 
 
     
 
 
 
 
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即
1 3 4

2 3 4

13 3 13
7 7 7

4 2 4
7 7 7

x x x

x x x

   

    


，令 3 1x c ， 4 2x c ，则

1 1 2

2 2 2

3 1

4 2

13 3 13
7 7 7

4 2 4
7 7 7

x c c

x c c

x c
x c

   

    



 

写成向量形式是给 1c ， 2c 取两组值（1,0）,(0,1)，可得

1

2
1 2

3

4

3 13 13
7 7 7

2 4 4
7 7 7
1 0 0
0 1 0

            
      
               
      
            
     

x
x

c c
x
x

请同学们观察解的情况，和它们秩的情况，并回答。

我们发现当 3 4,x x 取不同的值时，就会得到不同的解，即该方程组有多解；

系数矩阵和增广矩阵的秩都为 2，即它们有相同的秩，但是这个秩小于未知数的个

数。

归纳猜想：当 ( , ) ( )<R R nA b A 时，方程有无穷多解。当方程有无穷多解时，

( , ) ( )<R R nA b A 。

由例 1 和例 2 我们发现，线性方程组有解的猜想定理。

定理 1 线性方程组有解的充分必要条件是： ( , ) ( )R RA b A ，且当 ( , )R nA b 时

方程组有唯一解；当 ( , )R nA b 时方程组有无穷多解。

前面的归纳猜想说了，当 ( , ) ( )R RA b A 时，方程组有解，那么当 ( , ) ( )R RA b A 时，

线性方程组的解会是什么情况？

请同学们看下面的例 3
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    例 3  解线性方程组

1 2 3 4

2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 1
4 1

2 3 4
2 3 6

x x x x
x x x

x x x x
x x x x

   
   
        

  

1 1 2 3 1
0 1 1 4 1

( , )
1 2 3 1 4
2 3 1 1 6

 
   
 
 

   

B A b

1 1 2 3 1
0 1 1 4 1
0 0 6 3 9
0 0 0 0 2

 
  
 
 
 

发现 0=2 出现了矛盾，说明线性方程组无解。我们也可以看到，系数矩阵的秩为 3，

增广矩阵的秩为 4，它们不等。所以得到的结论是当 ( , ) ( )R RA b A 时，方程组无解，

或方程组无解时， ( , ) ( )R RA b A ，也即

线性方程组无解的充分必要条件是 ( , ) ( )R RA b A 。

下面我们对例 1，例 2，例 3 所发现本质的问题放到普通的情况说明，它们也是成

立的。

请同学们把课本翻到 72 页，定理 3。

例 4 t为何值时，线性方程组
1 3

1 2 3

1 2 3

4 2 2
6 4 2 3

x x t
x x x t
x x x t

 
    
    

有解？并求解。

齐次线性方程组解的情况

n个方程 n个未知数的齐次线性方程组（线性方程组的常数项全为零）解的情况，

若是系数行列式 0A ，仅有零解(唯一解)，若是 0A ，有非零解。

以上解的情况，用今天学的内容解释就是：当秩是 n时，有唯一解，且为零解（唯

一解）。当秩小于 n时，有无穷多解。

下面我们探讨m个方程 n个未知数齐次线性方程组解的情况

把定理 3 特殊化到齐次线性方程组，我们有

当 ( )R nA 时，方程只有零解

有非零解的充分必要条件是 ( )R nA ，即

齐次线性方程组有非零解的充分必要条件是 ( )R nA

这个结论与上面的是一样的。
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请思考这样的问题，当m n 时，有可能有零解，也有可能有非零解。

那当m n 会是什么情况那？

当m n 时，因为 ( ) min( , )R m n m n  A ，所以由以上定理知，齐次线性方程组

有非零解。

推论：齐次线性方程组中当m n 时，有非零解。

针对上面的问题，我们做例 5

例 5 解齐次线性方程组

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 0
2 3 0

3 8 0
3 9 7 0

x x x x
x x x x
x x x x

x x x x

   
    
    
    

综合练习题

例 6 设有线性方程组
1 2 3

1 2 3

1 2 3

(1 ) 0
(1 ) 3

(1 )




 

   
    
    

x x x
x x x
x x x

问取何值时，此方程组有惟一解，无解，无穷多解，并在有无限多解时求其通解。

了解、记住的定理

定理 6 矩阵方程 AX B有解的充分必要条件是    R RA A,B 。

定理 7 设 AB C ，则  ( ) min ( ), ( )R R RC A B 。

（三）课堂小结

1. 线性方程组的消元解法；

2. 线性方程组解的情形。

(四)思考题：

请同学们归纳总结用消元法求解线性方程组的一般步骤。


