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摘　要 : 　利用微积分知识把离散型全概率公式推广到连续型 ,并给出在几何概率问题上的应用实例。
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　　有关几何概率的计算主要是利用定义直接来

求 ,然而在一些概率 (几何概型 )的计算中 ,我们

常常会遇到在计算 P (B |ζ= x)远比直接求 P (B )

来得容易 ,本文利用微积分知识把离散型全概率

公式推广到连续型 ,给出计算几何概率问题的另

一求法。

1　全概率公式的推广 (连续型全概率公

式 )

定理 1 (离散型全概率公式 ) [ 1 ]
:设 ①事件

A1 , A2 ,⋯, An ,⋯为两两互不相容的事件 ;

②∪An =Ω

则对事件 B, P (B ) =∑P (B |An ) P (An ) (1)

在概率论中 ,每一个涉及随机变量的公式总

是分别有离散型与连续型两种形式。以随机变量

的函数的数学期望公式为例。设随机变量η是

随机变量ζ的函数 :η = f(ζ)。当ζ为离散型随机

变量 (不妨为取整数值的 )时 ,η的数学期望按下

式计算 :

Eη =∑
n

f ( n) ×P (ζ= n) (2)

当ζ为连续型随机变量时

Eη = ∫
+∞

- ∞
f ( x) p ( x) dx (3)

其中 p ( x)为ζ的分布密度函数。对比 (2)与

(3)式 ,易见积分号与和式相当 , p ( x) dx与 P (ζ=

n)相当。概率论中这样成对的公式还很多 ,按照

这样对比的考虑 ,把全概率公式 ( 1)推广到连续

型随机变量。

为此先定义一个离散型随机变量ζ如下 :

ζ= n,当且仅当事件 An发生 ,

即 An与 {ζ= n}是同一个事件。离散型随机

变量ζ的分布列即为 P (ζ= n) = P (An) , n = 1, 2,

⋯。全概率公式 (1)可改写为

P (B) =∑P (B |ζ= n) P (ζ= n) (4)

按照上面的对比 ,与离散型的全概率公式相

当的应该是

定理 2 (连续型全概率公式 ) :设ζ为连续型

随机变量 , p ( x)为ζ的分布密度函数 ,则对事件 B

有

P (B) = ∫
+∞

- ∞
P (B |ζ = x) p ( x) dx (5)

证明 :在数轴上取分点 x0 < x1 < x2 < ⋯ <

xn + 1 ,则随变量落在△xi = ( xi , xi + 1 )中的概率为 P

(ξ∈△xi ) = ∫
xi+1

x1

p ( x) dx, △xi同时也表示子区间

长度 ,当△xi较小时就有

P (ξ∈△xi )≈ P ( xi )△xi ,并且这时分布列

P ( x0 )△x0 P ( x1 )△x1 ⋯ P ( xn )△xn

P ( x0 )△x0 P ( x1 )△x1 ⋯ P ( xn )△x

视为ξ的一种近似分布由定理 1知
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P (B )≈ ∑
n

i = 1
P (B |ξ= xi ) P ( xi )△xi。再由微积

分知识 ,令‖△x‖ =max△xi→0得

P (B ) = ∫
+∞

- ∞
P (B |ζ = x) p ( x) dx

2　利用连续型全概率公式解几何概率问题

[例 1 ] (Buffon投针问题 )　平面上画有间距

为 a ( a > 0)的等距平行线 ,向平面任意投一长度

为 l ( l < a)的针 ,求针与平行线相交的概率。

直接求解 ,参见文献 [ 1 ]。这里利用连续型

全概率公式求解法。

[解 ]以 B记事件“针与平行线相交”,要求

P (B) ,设针与平行线的夹角为ξ,针的中心位置

为 M ,ξ为 [ 0,π ]上的均匀分布 ,它的分布密度函

数 p ( x) =

1
π
　x∈[ 0,π ]

0 　其他

若ξ= x取定时 ,针的中心位置 M只有在 AC

之间 ,即 M∈[
1
2

sinx , a -
1
2

sinx〗时 ,针与平行线

不相交 ,如图 1所示。

图 1　Buffon问题概率分析图

Fig. 1　Probability analysis p lan of Buffon question

P = ( B |ξ = x) =
( a -

l
2

sinx) -
l
2

sinx

a
=

a - lsinx
a

由逆概率公式得 P (B |ξ = x) = 1 -
a - lsinx

a

=
lsinx

a

P (B) = ∫
+∞

- ∞
P (B |ζ= x) P ( x) dx = ∫

π

0

lsinx
a
·

1
π dx =

2 l
aπ
。

[例 2 ]　设在 △ABC内部任取一点 P,在底

边 BC上任取一点 Q ,求直线 PQ与 AB (或 AC)相

交的概率 (图 2)。

图 2　概率分析图

Fig. 2　Probability analysis p lan

[解 ]　以 E记事件“PQ与 AB相交”,要求 P

( E)。

设 BC的长度为 1。令 BQ的长度为ξ,则ξ

为 [ 0, 1 ]上均匀分布的随机变量 ,即它的分布密

度函数 :

p ( x) =
1, x∈[ 0, 1 ]

0,其它

PQ与 AB相交相当于 P点落在 △ABQ内。

如果ζ= x已取定 , P ( E |ζ = x)等于 △ABQ的面

积与△ABC的面积之比 ,即相应的底边 BQ与 BC

之比 , 即 P ( E |ζ = x) = x

由定理 2即得

P ( E) = ∫
1

0
xdx =

1
2
。

所以 PQ与 AC相交的概率为 1
2

[例 3 ]　在圆周上先任取两点 A、B连成一

弦 ,再任取两点 C、D也连成一弦 ,求两弦 AB与

CD相交的概率 (图 3)。

图 3　概率分析图

Fig. 3　Probability analysis p lan
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[解 ]　以 E记事件“AB与 CD相交”,要求 P
( E)。设 A点无取定 ,再取 B点 ,整个园周分成
两段弧 (Ⅰ)与 (Ⅱ)。以ζ记弧 (Ⅰ)的长度。设
园周长为 1,ζ为 [ 0, 1 ]上均匀分布的随机变量。
设ζ= x已取定 ,则 AB与 CD相交于 C、D两点分
别落在不同的两段弧上。C点落在弧 (Ⅰ)上的
概率为 x, D点落在弧 (Ⅱ)上的概率为 1 - x,由于
两点的取法独立 ,因此 C落在弧 (Ⅰ)上同时 D落
在弧 (Ⅱ)上的概率为 x (1 - x)。同理 , C落在弧
(Ⅱ)上同进 D落在弧 (Ⅰ)上的概率为 x (1 - x) ,

所以
P ( E |ζ= x) = 2x(1 - x) ,

由定理 2得　P ( E) = ∫
1

0
2x (1 - x) dx = 1 /3。

　　由上述例子可以看到 :在计算 P (B |ζ= x)远
比直接求 P (B )来得容易时 ,连续性全概率公式
才显示出它的作用的。
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