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《概率论与数理统计》课程教案 

主讲教师__________       所在单位 __________ 

授课班级____________  专业_____________________  撰写时间_________________ 

教案编号 14-0101 教案内容 第五章：大数定律及中心极限定理 学时 2 

教学目标 

基本要求 

（1）理解切比雪夫不等式的作用，能利用该不等式进行概率估算； 

（2）理解大数定律的概念，理解伯努利大数定律； 

（3）理解中心极限定理的概念，学会利用独立同分布的中心极限定理（莱维

—林德伯格中心极限定理）及棣莫弗—拉普拉斯中心极限定理求解实际问题。 

能力要求 

1. 培养能力要求： 

a) 掌握概率论和数理统计中的基本概念和性质并能够运用到复杂工程

问题的适当表述之中； 

b) 能够针对工程应用系统或过程的特点选择合适的概率分布来描述随

机现象的统计规律性； 

2. 这两种能力的训练体现在：中心极限定理在工程实践中的应用，主要是关

于大量微小随机因素综合作用情况下的相关随机现象处理问题。 

教学重点 独立同分布的中心极限定理、棣莫佛-拉普拉斯中心极限定理的概念内涵及应用。 

教学难点 
依概率收敛、依分布收敛的概念；切比雪夫大数定律、贝努利大数定律、辛钦大

数定律的数学表述与内涵。 

教学方法 提问、讨论、讲授。 

工具仪器 多媒体教具、授课计划、教材、教案、教学课件、考勤表、平时成绩登记表 

教学安排 考勤、复习相关知识点、新课内容概述、组织教学、布置作业、课后小结 

教学过程 教学组织、具体教学内容及教学方法、手段、时间分配及其它说明 备   

注 

旧知识点复习和新课内容概述(5-10 分钟) 

 

第一部分  知识点：绪论，所需时间：10 分钟 

 

概率论的起源、发展、应用 

（一）概率论的起源 

早期的埃及人为了忘记饥饿，经常聚集在一起玩一种叫做“猎犬与胡狼”的游

戏，实际上就是今天的掷骰子游戏，相对面的数字之和是7 的骰子大约产生于公元
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前1400 年的埃及，骰子就是游戏中常用的随机发生器，这类游戏也叫做机会性游

戏。17 世纪中叶，人们开始对机会性游戏的数学规律进行探讨。它的发展与数学史

上一些伟大的名字相联系，如帕斯卡、费马、惠更斯、詹姆斯、伯努利、棣莫弗、

拉普拉斯等。 

1654 年，费马与帕斯卡的通信中关于分赌注问题的讨论被公认为是概率论诞

生的标志。问题是这样的：“两个赌徒相约赌若干局，谁先赢s 局就算赢了，当赌

徒A赢a 局(a < s)，而赌徒B赢b 局(b < s)时，赌博被迫中止，应该怎样分配赌注才合

理？” 在三年后，惠根斯亦用自己的方法解决了这一问题，并写成了《论赌博中的

计算》一书，这就是概率论最早的论著，他们三人提出的解法中，都首先涉及了数

学期望﹝mathematical expectation﹞这一概念，并由此奠定了古典概率的基础。 

（二）概率论的发展 

1713 年，伯努利的遗嘱中发表了概率论中的第一个极限定理——[伯努利大数

定理]，即“在多次重复独立的试验中，事件发生的频率有越来越稳定的趋势。”这

正是频率稳定性的定理形式。到了1730 年，法国数学家棣莫弗出版的著作《分析

杂论》中包含了著名的「棣莫弗─拉普拉斯定理」。这就是概率论中第二个基本极

限定理的雏形。接着拉普拉斯在1812年出版的《概率的分析理论》中，首先明确地

对概率作了古典的定义。另外，他又和数个数学家建立了关于「正态分布」及「最

小二乘法」的理论。后来，泊松将伯努利大数定律做了推广，研究得出了一种新的

分布，就是泊松分布。概率论发展到1901 年，中心极限定理被严格的证明了，数

学家们利用这一定理第一次科学地解释了为什么实际中遇到的许多随机变量近似

服从以正态分布。后期的中心研究课题则集中在推广和改进伯努利大数定律及中心

极限定理，比如柯尔莫戈洛夫的概率公理化结构、以几乎处处收敛定义的强大数定

律、林德伯格-费勒中心极限定理等等，另一方面，一些数学家将兴趣逐渐转向研究

随机现象随时间演变过程的规律性，衍生出另一门重要的学科——随机过程。 

（三）概率论的应用 

目前，以概率理论作为基础的学科有很多，而最典型的莫过于统计学。各大高

校非数学系本科生使用的概率统计教材都是建立在随机变量基础上的理论，很少有

非数学类的学习以测度论为基础的概率理论。通过引入“随机变量”的定义，可以

将抽象的样本空间映射到实空间中，方便我们能较好的用数学方法处理任何数据格

式（比如实数数据和名义数据等）。 

概率论中另一个重要的定义则是“条件数学期望”，让人们在做推断的时候想

到了利用经验信息（先验信息），由此发展出来的贝叶斯思想（贝叶斯统计）现在

可以用到任何领域。独立同分布场合的大数定律（辛钦大数定律）为一类参数估计

奠定了理论基础，因为在简单随机抽样下得到的样本正好是独立同分布的，按照“样

本矩依概率收敛到总体矩”的思想，矩估计方法诞生了。这正是为什么我们用样本
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均值去估计总体期望的原因，它也启发人们用概率论的想法构造模型从而实现数值

计算，比如蒙特卡洛方法。此外，参数估计中最著名的极大似然估计方法（MLE）

则是来源于对已今发生的随机事件的概率的假定，人们承认一次观察中出现的那些

样本就是最有可能出现的样本，极大它的概率得到了参数的估计，MLE 是目前十分

流行的参数估计方法。反过来，利用“小概率事件在一次试验中实际不发生”的原

理，人们实现了假设检验，方差分析、相关分析、卡方检验、秩和检验等都是基本

的假设检验方法。 

中心极限定理则解释了为什么正态分布在统计中占有不可替代的地位，也告诉

我们现实当中什么样的数据可以认为是正态的。自从高斯认为误差服从正态分布以

后，到今天，在正态总体下建立的许多估计方法和检验方法非常成熟，例如回归分

析、判别分析、因子分析等等。同时，在非正态总体下，许多参数估计和检验也是

稳健的，基于样本均值渐近无分布的参数方法的理论基础正是中心极限定理。但是，

没有参数方法适用于处理名义变量或次序数据，因此而发展起来的就是非参数统计，

典型的方法如：列联表、秩检验、核密度估计、局部多项式等等。介于二者之间则

是半参数统计了。（更多精彩统计学相关文章，请访问“统计之都”Capital of 

Statistics—http://www.cos.name） 

 

第二部分  知识点：大数定律，所需时间：30 分钟 

 

§1 大数定律 

本章研究内容主要考察大量试验后，事件发生的频率和算术平均值的稳定性问

题，在第一章和第四章我们分别给出了一些结果 

即随着实验次数的增加： 

      事件 A 发生的频率 nA/n 具有稳定性――――事件 A 的概率 

      大量测量值的算术平均值也具有稳定性――测量值的数学期望 

本章将对以上问题从理论上进行探讨，并给出证明 

定理一（契比雪夫定理的特殊情况） 

设随机变量 X1,X2,…,Xn,…相互独立，且具有相同的数学期望和方差：E(Xk)=μ，

D(Xk)=σ2(k=1,2,…)，作前 n 个随机变量的算术平均值 
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定理的解释：当 n→∞时， }|
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这一随机事件的概率趋近于 1 

   即对任意的正数 ε，当 n 充分大时，不等式  − || X 成立的概率很大 

证明：由随机变量 X1,X2,…,Xn,…相互独立，且具有相同的数学期望和方差 
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     上式中令 n→∞时，并注意到概率不能大于 1，即得 
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定理的实际含义：令 ε 充分小，当 n 充分大时，随机变量 X1,X2,…,Xn 的算术平均值


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无限接近数学期望 E(X1)= E(X2)=…= E(Xn)，即当 n 无限增加时 n 个随机

变量的算术平均值将几乎变成一个常数。这种接近是概率意义上的接近 

依概率收敛： 

    设 Y1,Y2,…,Yn,…是一个随机变量序列，a 是一个常数.若对于任意正数 ε，有 

     }|{|lim −
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则称序列 Y1,Y2,…,Yn,…依概率收敛于 a。记为 

                Yn aP⎯→⎯  

依概率收敛序列的性质： 

若 Xn aP⎯→⎯ ，Yn bP⎯→⎯ ，又设函数 g(x,y)在点(a,b)连续，则 

g(Xn,Yn) ),( bagP⎯→⎯  

这样定理一可如下描述 

定理一  设随机变量 X1,X2,…,Xn,…相互独立，且具有相同的数学期望和方差：

E(Xk)=μ，D(Xk)=σ2(k=1,2,…)，则序列 
=

=
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依概率收敛于 μ， 
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即 ⎯→⎯PX  

定理二  (伯努利大数定理)   关于频率与概率 

设 nA 是 n 次独立重复试验中事件 A 发生的次数，p 是事件 A 在每次试验中发生

的概率，则对于任意的 ε>0，有 
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证：参见 125 页例 6 的变量分解 

由定理的条件易知 nA～b(n,p)，引入随机变量 Xi，i＝1,…,n 

其中，Xi＝


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不发生次实验中事件在第，

发生次实验中事件在第

A

A
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， 

于是有 nA＝X1＋X2＋…＋Xn 

其中 X1,X2,…,Xn相互独立，且都服从以 p 为参数的(0－1)分布 

Xi      0    1 
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易知 E(Xk)＝p，D(Xk)＝p(1－p)，k＝1,2,…,n 
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定理的含义：伯努利大数定理表明，事件发生的频率
n

nA 依概率收敛于事件的概

率 p，以严格的数学形式表达了频率的稳定性，和概率的合理性 

近似：当 n 很大时，事件发生的频率
n

nA 与概率有较大偏差的可能性很小，因

此由实际推断原理，由于小概率事件几乎不发生，当试验次数很大时，可以用事件

的频率来代替事件的概率，因为产生较大偏差是小概率事件。 

在定理一中要求随机变量 X1,X2,…的方差存在，但当随机变量同分布时，并不需

要这一要求： 

定理三 (辛钦定理)  设随机变量 X1,X2,…,Xn,…相互独立，服从同一分布，且具有数

学期望 E(Xk)=μ，(k=1,2,…)，则对于任意正数 ε，有 
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显然伯努利大数定理是辛钦定理的特殊情况 

三个定理之间的比较 

 

 

 

 

大

数

定

律 

处理 

问题 
定理 内容 定理条件 区别 

 

 

 

频率

和算

术平

均值

的稳

定性 

一，契比雪夫定

理的特殊情况，

算术平均值的

稳定性，期望 

当 n→∞时，

算术均值依

概率收敛于

数学期望 

X1,X2,… ,Xn,…相互独

立， 

有相同的数学期望和

方差 

不必同分布 

二，贝努利大数

定理， 

频率稳定性，概

率 

当 n→∞时，

频率 nA/n依

概率收敛于

概率 p 

n 次独立重复试验，

X1,X2,…,Xn 相互独立，

服从同一(0－1)分布，p

为事件 A 在每次试验

中的概率 

是定理三的

特例 

三，辛钦定理，

算术均值稳定

性，数学期望 

同定理一 X1,X2,… ,Xn,…相互独

立，服从同一分布，有

相同期望 

方差不一定

要存在，但要

同分布 

 

第三部分  知识点：中心极限定理，所需时间：45 分钟 

 

§2 中心极限定理 

在客观实际中有许多随机变量是由大量的相互独立的随机因素的综合影响所

形成的，而其中每一个因素在总的影响中所起的作用都是微小的。这种随机变量往

往近似地服从正态分布。－>中心极限定理 

例如：一个城市一天的总用水量，每一个用户的用水量是一个随机因素，且每

个用户的用水量的分布是千差万别的，尽管如此，在这些大量的微小的随机因素的

综合作用下，总用水量近似服从正态分布 

定理四  (独立同分布的中心极限定理) 

设随机变量 X1,X2,…,Xn,…相互独立，服从同一分布，且具有数学期望和方差：

E(Xk)=μ，D(Xk)=σ2>0(k=1,2,…)，则随机变量之和
=

n

k

kX
1

的标准化变量： 
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定理含义：这就是说，均值为 μ，方差为 σ2>0 的独立同分布的随机变量 X1,X2,…,Xn
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的标准化变量，当 n 充分大时，有 
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这样可以用(标准)正态分布来对
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作理论分析或实际计算，不必求分布函数 

将上式改写为
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这是独立同分布中心极限定理的结果的另一个形式，这就是说，均值为 μ，方差为

σ2>0 的独立同分布的随机变量 X1,X2,…,Xn 的算术平均 X ＝ 
=

n

k

kX
n 1

1
，当 n 充分大时，

近似的服从均值为 μ，方差为 σ2/n 的正态分布，这是数理统计中大样本统计的推断

基础 

※定理的证明参看高等概率论的相关内容 

定理五  (李雅普诺夫 Liapunov 定理) 

设随机变量 X1,X2,… ,Xn,…相互独立，且具有数学期望和方差：E(Xk)=μk，

D(Xk)=σk
2>0(k=1,2,…)， 
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Zn＝





=

==

−

n

k

k

n

k

k

n

k

k

XD

XEX

1

11

)(

)(

＝
n

n

K

k

n

K

k

B

X 
==

−
11



的分布函数 Fn(x)对于任意 x 满足 

)(lim xFn
n →

＝















− = =

→
x

B

X
P

n

n

k

n

k kk

n

1 1lim


＝  −

−
x

t dte 2/2

2

1


＝Ф(x) 

定理五含义：在定理条件下，随机变量 Zn＝
n

n

K

k

n

K

k

B

X 
==

−
11



当 n 很大时近似的服从正

态分布 N(0,1)，也即当 n 很大时，随机变量之和
=

n

k

kX
1

＝BnZn＋
=

n

k

k

1

 近似的服从正

态分布 N(
=

n

k

k

1

 ,Bn
2) 

即无论 Xk(k=1,2,…)服从什么分布，只要满足定理条件，当 n很大时都有
=

n

k

kX
1

近似

服从正态分布。这一结论均有普遍意义和广泛的实用价值 

如：城市的总用电量，测量误差等等 

定理六  (棣莫弗－拉普拉斯定理 De Moivre－Laplace) 

设随机变量 ηn～b(n,p)，这里 n＝1,2,…，0<p<1，则对于任意的 x 有 














−

−

→
x

pnp

np
P n

n )1(
lim


＝  −

−
x

t dte 2/2

2

1


＝Ф(x) 

证：定理 6 是定理 4 的推论 

由于二项分布随机变量 ηn 可以分解为 n 个相互独立的服从同一(0－1)分布的随

机变量 X1,X2,…,Xn 之和，即有 ηn＝
=

n

k

kX
1

 

其中 Xk(k=1,2,…)的分布律为 

Xi      0    1 

pk    1－p   p 

易知 E(Xk)＝p，D(Xk)＝p(1－p)，k＝1,2,…,n 

由定理四 














−

−

→
x

pnp

np
P n

n )1(
lim


＝


























−

−
=

→
x

pnp

npX

P

n

k

k

n )1(
lim 1 ＝  −

−
x

t dte 2/2

2

1


＝Ф(x) 
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该定理表明：正态分布是二项分布的极限分布 

中心极限的三个定理的比较 

 

 

 

 

中

心

极

限

定

理 

处理 

问题 
定理 内容 定理条件 区别 

 

 

 

大量

独立

随机

因素

综合

影响

的随

机变

量的

极限

分布 

－ 

正态

分布 

一，独立

同分布 
X=

=

n

k

kX
1

 

X 的标准化变量，当 n→

∞ 时 ， 近 似 的 有





n

nX
n

k

k −
=1 ～N(0,1)  

X1,X2,… ,Xn,…相互独

立，同分布 

数学期望和方差存在 

 

二，李雅

普 诺 夫

定理 

X=
=

n

k

kX
1

 

X 的标准化变量，当 n→

∞ 时 ， 近 似 的 有

n

n

K

k

n

K

k

B

X 
==

−
11



～N(0,1) 

X1,X2,… ,Xn,…相互独

立，数学期望和方差存

在；存在正数 δ，使得

当 n→∞时， 


=

+

+
−

n

k

kk

n

XE
B 1

2

2
}|{|

1 




→0 

不必同

分布，

有特殊

条件 

具有普

遍性 

三，棣莫

弗 － 拉

普 拉 斯

定理 

ηn～b(n,p) 

当 n→∞时，近似的有 

ηn～N(np,np(1－p)) 

)1( pnp

npn

−

−
～N(0,1) 

ηn＝
=

n

k

kX
1

 

X1,X2,…,Xn 相互独立且

服从同一(0－1)分布 

二项分

布的极

限分布 

定理四

的推论 

例 1：一加法器同时收到 20 个噪声电压 Vk(k=1,2,…,20)设它们是相互独立的随机变

量，且服从 U(0，10)的均匀分布，记 V＝
=

20

1k

kV ,求 P{V>105}的近似值 

解：直接求 V 的分布函数是一个 20 维的联合分布，概率不易计算 

由于所求为 20 个独立同分布的变量之和，易知 

E(Vk)＝(0+10)/2＝5，D(Vk)＝(10－0)2/12=25/3 

所以由定理四，独立同分布的中心极限定理有 

Z=(V－20×5)/ 3/2520 ～N(0,1) 

所以 P{V>105}＝P{(V－100)/ 3/2520 > (105－100)/ 3/2520 } 
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             ＝1－P{(V－100)/ 3/510 5/ 3/510 } 

 ＝1－Ф(1/ )3/52( )＝0.348 

例 2：一船舶在某该区航行，每受一次波浪的冲击纵摇角大于 3°的概率为 p＝1/3，

若受了 90000 次波浪冲击，问其中有 29500～30500 次纵摇角大于 3°的概率是多

少？ 

解：设每一次冲击为一次试验，且假定各次冲击独立，在 90000 次冲击中纵摇角大

于 3°的次数记做 X.则 X～b(90000,1/3)的二项分布 

而所求概率 P{29500≤X≤30500}=
knk

k

kC

−

=









−










3

1
1

3

130500

29500

90000 ，此式有多项又涉及指数很

难计算，由于 n 很大，可以考虑用定理六，棣莫弗拉普拉斯定理，用二项分布的极

限分布来计算 

P{29500≤X≤30500}= P{
)1(

29500

pnp

np

−

−
≤

)1( pnp

npX

−

−
≤

)1(

30500

pnp

np

−

−
} 

≈Ф(
)1(

30500

pnp

np

−

−
)－Ф(

)1(

29500

pnp

np

−

−
) 

＝Ф(5 2 /2)－Ф(－5 2 /2)＝0.9995 

例 3： 对于一个学生而言，来参加家长会的家长人数是一个随机变量 

设一个学生无家长、1 名家长和 2 名家长来参加会议的概率分别为 0.05、0.8、

0.15。若学校共有 400 名学生，设个学生参加会议的家长数相互独立，且服从同一

分布。(1)求参加会议的家长数 X 超过 450 的概率；(2)求有一名家长来参加会议的学

生数不多于 340 的概率 

解：(1)  以 Xk(k＝1,2,…,400)记第 k 个学生来参加会议的家长数，则其分布律为 

Xi     0    1     2 

pk    0.05  0.8   0.15 

易知 E(Xk)＝1×0.8+2×0.15=1.1，D(Xk)＝0.19，k＝1,2,…,400， 

而 X＝
=

400

1k

kX 由独立同分布的中心极限定理，随机变量 

19.0400

1.1400
400

1


=

−
k

kX

＝
19.0400

1.1400−X
近似服从正态分布 N(0,1)，于是 

P{X>450}= P{
19.0400

1.1400−X
>

19.0400

1.1400450 −
} 
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            ＝1－P{
19.0400

1.1400−X


19.0400

1.1400450 −
} 

            ＝1－Ф(
19.0400

1.1400450 −
)＝0.1257 

(2)  以 Y 记有一名家长来参加会议的学生数，则 Y～b(400,0.8) 

由棣莫弗－拉普拉斯定理 

P{Y≤340}= P{
)8.01(8.0400

8.0400

−

−Y


)8.01(8.0400

8.0400340

−

−
} 

         ＝P{
)8.01(8.0400

8.0400

−

−Y
2.5} 

         ＝Ф(2.5)＝0.9938 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

课后作业 作业：126 页  1，3，5，10，11，13 :数值实验作业、其它要求 

课后小结 

以下问题要重点讲： 

大数定理的意义 

中心极限定理所能解决的问题 

 


