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第一节 随机试验



1654年,     

数学期望.     

一、 概率论的诞生及应用

定赌若干局,      且谁先赢 c 局便算赢家,      若在一赌徒

另一赌徒胜b局(b<c)时便终止赌博,     胜 a 局 ( a<c ),      

问应如何分赌本” 为题求教于帕斯卡,       帕斯卡与费

于1654 年共同建立了概率论

的第一个基本概念

马通信讨论这一问题,       

一个名叫梅累的骑士就“两个赌徒约



概率论是数学的一个分支， 它研究随机现象

的数量规律，概率论的应用几乎遍及所有的科学

领域，例如天气预报、地震预报、产品的抽样调查，

在通讯工程中概率论可用以提高信号的抗干扰性、

分辨率等等.       



1.确定性现象

你能举出一些确定性现象的实例吗？

在一定条件下必然发生的现象称为确定性现象.     

在一定条件下可能出现也可能不出现的现象称

2.随机现象

为随机现象.        

你能举出一些随机现象的实例吗？

举例

举例

二、随机现象

确定性现象举例.ppt#1. 1. 实例1
随机现象举例.ppt#1. 1. 实例1


2. 随机现象在一次观察中出现什么结果具有偶

说明

1. 随机现象揭示了条件和结果之间的非确定性

联系,       其数量关系无法用函数加以描述.      

然性,     但在大量试验或观察中,      这种结果的出现具

有一定的统计规律性 ,      概率论就是研究随机现象

这种本质规律的一门数学学科.        



随机现象是通过随机试验来研究的.   

如何来研究随机现象?     



1. 可以在相同的条件下重复地进行;     

2. 每次试验的可能结果不止一个,     

3. 进行一次试验之前不能确定哪一个结果

在概率论中,    定义

三、随机试验

把具有以下三个特征的试验称

并且能

事先明确试验的所有可能结果;       

为随机试验.        

会出现.      



说明

1. 随机试验简称为试验, 是一个广泛的术语.       

它包括各种各样的科学实验,         也包括对客观

事物进行的 “调查”、“观察”或 “测量”
等.          

2. 随机试验通常用 来表示.E



实例

分析：(1) 试验可以在相同的条件下重复地进行;   

“抛掷一枚硬币,观察字面,花面出现的情况”.      

(2) 试验的所有可能结果:    字面、花面;   

(3) 进行一次试验之前不能确定哪一个结

故为随机试验.    
果会出现.       

其他实例

随机试验举例.ppt#1. 1. 1. 其他随机试验


四、小结

随机现象的特征:

1. 概率论是研究随机现象规律性的一门数学学科.

条件不能完全决定结果.

2. 随机现象是通过随机试验来研究的.

(1) 可以在相同的条件下重复地进行;

(2) 每次试验的可能结果不止一个, 并且能事

(3) 进行一次试验之前不能确定哪一个结果会











随
机
试
验

先明确试验的所有可能结果;

出现.



四、小结

第二节 样本空间、随机事件

一、样本空间 样本点

三、随机事件间的关系及运算

二、随机事件的概念



定义

一、样本空间 样本点

为 E 的样本空间,    记为 S .   样本空间的元素,    即试验

E 的每一个结果,      称为样本点.      

随机试验 E 的所有可能结果组成的集合称

2.同一试验,    

1.试验不同,     对应的样本空间也不同.       

若试验目的不同,        则对应的样本

空间也不同.        

说明

举例

样本空间举例.ppt#1. 1. 样本空间举例


思考：

观察出现正面的次数,    

对于同一试验: “将一枚硬币抛掷三次”：

则样本空间是什么？

？情况，样本空间是什么观察正面、反面出现的



3.建立样本空间,   

例如，

它既可以作为抛掷硬币出现正面或出现反面的模

},,{ THS =

事实上就是建立随机现象的

数学模型.   因此,   一个样本空间可以概括许多内容

大不相同的实际问题.

只包含两个样本点的样本空间

型,    也可以作为产品检验中合格与不合格的模型,    

又能用于排队现象中有人排队与无人排队的模型.    



写出下列随机试验的样本空间.        

1. 同时掷三颗骰子,记录三颗骰子之和.        

2. 生产产品直到得到10件正品,记录生产产品的

课堂练习

总件数.     



描述随机现象的第一步

就是建立样本空间.     

中,   

所以在具体问题的研究



随机试验 E 的样本空间 S 的子集称为 E 的随

1. 基本概念

二、随机事件的概念

简称事件.      机事件,     

每次实验中,       当且仅当这一子集中的一个样本

点出现时,     称这一事件发生.        

由一个样本点组成的单点集,      称为基本事件.       



件.    

,包含所有的样本点样本空间S 自身的它是S

在每次实验中它总是发生的,      称为必然事S子集,   

,不包含任何点空集 它也作为样本空间的

子集,  它在每次实验中都不发生,      .称为不可能事件

必然事件的对立面是不可能事件,    不可能事

件的对立面是必然事件,     它们互称为对立事件.    

举例

随机事件举例.ppt#1. 1. 随机事件举例


2. 几点说明

例如 抛掷一枚骰子,   

可设 A = “点数不大于4”,       

B = “点数为奇数” 等等.       

(1) 随机事件可简称为事件,        

(2) 随机试验、样本空间与随机事件的关系

每一个随机试验相应地有一个样本空间，

并以大写英文字母

A, B, C, 来表示事件.    

观察出现的点数.         

样本空间的子集就是随机事件.        



三、随机事件间的关系及运算

，的样本空间为设实验 SE ),1(,, =kABA k而

.的子集是S

,.1 BA若 ,AB包含事件则称事件

.发生发生必然导致事件事件 BA

这指的是

实例 “长度不合格” 必然导致 “产品不合
格” 所以“产品不合格”包含“长度不合格”.     

,ABBA  且若 .相等与事件则称事件 BA

S
BA



 ,.2 BxAxxBA = 或事件  A称为事件

.的和事件与事件B 中至少有一个发当且仅当 BA,

.发生事件 BA生时,       

某种产品的合格与否是由该产品的长度与直

径是否合格所决定,       因此 “产品不合格”是“长

度不合格”与“直径不合格”的并.           

推广 的和事个事件为称 nk

n

k

AAAnA ,,, 21
1


=

.,, 21
1

的和事件为可列个事件称  AAAk
k



=

件,

S
B A



  ,.3 BxAxxBA = 且事件  A称为事件

.的积事件与事件B 同时发生时事件当且仅当 BA,

.发生BA .ABBA 也记作

某种产品的合格与否是由该产品的长度与直径

是否合格所决定,       因此“产品合格”是“长度合格”

与“直径合格”的交或积事件.        

类似地,     的积事个事件为称 nk

n

k

AAAnA ,,, 21
1


=

.,, 21
1

的积事件为可列个事件称  AAAk
k



=

件,

S
B A

A和B重叠部分



和事件与积事件的运算性质

,AAA = ,SSA = ,AA =

,AAA = ,ASA = .=A

  ,.4 BxAxxBA =− 且事件 与称为事件A

.的差事件事件B ,, 不发生时发生当且仅当 BA

.发生件 BA−

事

“长度合格但直径不合格” 是 “长度合格”与

“直径合格” 的差.        



图示 A 与 B 的差：

S

A B

S
A

B

AB  AB 

BA−

BA−

,.5 =BA若 是互不相容与则称事件 BA

或互斥的.     ,不能同时发生与事件这指的是事件 BA

基本事件是两两互不相容的.        



图示 A 与 B 互斥.     

S

A B

“骰子出现1点” “骰子出现2点”互斥

抛掷一枚骰子：

抛掷一枚硬币：

“出现花面” 与 “出现字面”是互不相容的两

个事件.       



,.6 == BASBA  且若 与事件则称事件A

.互为逆事件B .互为对立事件与事件又称事件 BA

,AA的对立事件记为 .ASA −=

“骰子出现1点” “骰子不出现1点”对立

图示 A 与 B 的对立.

S

B A=
A

若 A 与 B 互逆,     .== ABSBA 且则有



对立事件与互斥事件的区别

S S
A B A B A=

A、B 对立A、B 互斥

 == ABSBA 且=AB

互 斥 对 立



事件间的运算规律  ,,, 为事件设 CBA

(1)交换律 BA BA;AB= .AB=

(2)结合律 )( CBA 

)( CBA 

;)( CBA =

.)( CBA =

(3)分配律 )( CBA 

)( CBA 

;)()( CABA =

.)()( CABA =

(4)德.摩根律 BA BA;BA = .BA =

则有



例1      ,,,,1 HTTHTHHHTHHHA =设

  ,,2 TTTHHHA =

., 122121 AAAAAA − ，求

解  ;,,,, TTTHTTHTHHHTHHH

 ;HHH

12 AA −

21 AA  =

21 AA  =

 ;TTT=



例2    如图所示的电路,      ，“信号灯亮”表示事件以A

分别表示事件：以 DCB ,, 将电器接点I,Ⅱ,Ⅲ闭合,    

,,, ABDBCABDABC = 则 ,=AB而

.互不相容与事件即事件 AB

又可得 .CBCB  =

I
III

II



1.  设A,B,C 表示三个随机事件,  

(1) A 出现 , B, C 不出现;        

(5) 三个事件都不出现;         

(2) A, B都出现, C 不出现;          

(3) 三个事件都出现;         

(4) 三个事件至少有一个出现;       

课堂练习

试将下列事件

用A,B,C 表示出来.        



(7) 不多于两个事件出现;        

(8) 三个事件至少有两个出现;        

(9) A, B 至少有一个出现, C 不出现;         

(10) A, B, C 中恰好有两个出现.         

(6) 不多于一个事件出现;      



(1)没有一个是次品;       (2)至少有一个是次品;     

(3)只有一个是次品;  (4)至少有三个不是次品;    

(5)恰好有三个是次品;   (6)至多有一个是次品.   

2. 设一个工人生产了四个零件,      表示他生iA

,)4,3,2,1( =ii 个零件是正品产的第 表示试用 iA

下列各事件:       



四、小结

随机试验 样本空间
子集

随机事件











基本事件

必然事件

不可能事件

复合事件

随机试验、样本空间与随机事件的关系

随机事件



概率论与集合论之间的对应关系

记号 概率论 集合论

S 样本空间，必然事件 空间

 不可能事件 空集

e 基本事件 元素

A 随机事件 子集

A A的对立事件 A的补集

BA A出现必然导致B出现 A是B的子集

BA = 事件A与事件B相等 集合A与集合B相等



BA− 事件A与事件B的差 A与B两集合的差集

=AB 事件A与B互不相容 A与B 两集合中没有
相同的元素

BA 事件A与事件B的和 集合A与集合B的并集

AB 事件A与事件B的积 集合A与集合B的交集



一、频率的定义与性质

二、概率的定义与性质

三、小结

第三节 频率与概率



1.频率的定义

一、频率的定义与性质

定义 在相同条件下， ,次试验进行了n n在这

次试验中,    发生称为事件发生的次数事件 AnA A

的频数.   ,/ 发生的频率称为事件比值 AnnA
记作

.)(Afn



2.频率的性质

设A是随机试验E的任一事件,则

;1)(2 =
Sfn

;1)(01 
Afn

,,,,3 21 是两两互不相容的事件若 kAAA  则

)( 21 kn AAAf  ).()()( 21 knnn AfAfAf +++ =

事件发生的频率大小表示其发生的频繁程度.    

频率大,     事件发生就越频繁,       这表示事件在一次试

验中发生的可能性就越大.      反之亦然.      



试验
序号

5=n

Hn f

1

2

3

4

5

6

7

2

3

1

5

1

2

4

Hn f

50=n

22

25

21

25

24

18

27

Hn

500=n

251

249

256

247

251

262

258

0.4

0.6

0.2

1.0

0.2

0.4

0.8

0.44

0.50

0.42

0.48

0.36

0.54

f

0.502

0.498

0.512

0.494

0.524

0.516

0.50

0.502

处波动较大在
2

1

波动最小

随n的增大, 频率 f 呈现出稳定性

处波动较小在
2

1

例1   考虑“抛硬币”这个试验,    将一枚硬币抛掷5次、

50次、500次,     各做10遍,     得到数据如下:



从上述数据可得:    

(1)频率有随机波动性,      所得的f     即对于同样的n,      

不一定相同;      

,较小时抛硬币次数n(2)    之间与在频率 10)(Hfn

随机波动,     其幅度较大,    ,增大但随着n )(Hfn频率

呈现出稳定性.       n即当 总是在逐渐增大时 )(Hfn

,5.0 附近摆动 而逐渐稳定于0.5 .      



)(Hf 的增大n
.

2

1

实验者

德 摩根

蒲 丰

n
H

n f

皮尔逊K

皮尔逊K

 2048 1061 0.5181

4040 2048 0.5069

12000 6019 0.5016

24000 12012 0.5005

这种试验历史上有人做过,      得到下图数据:        



例2    考察英语中特定字母出现的频率,      当观察字母

,)( 较小时试验次数的个数n 频率有较大幅度的随

机波动.      ,增大时但当n 频率呈现出稳定性.     

字母 频率 字母 频率 字母 频率

H

R

S

N

I

O

A

T

E

0573.0

0594.0

0634.0

0706.0

0707.0

0776.0

0788.0

0978.0

1268.0

G

Y

W

M

F

C

U

D

L

0187.0

0202.0

0214.0

0244.0

0256.0

0268.0

0280.0

398.0

0394.0

Z

Q

J

X

K

V

B

P

0006.0

0009.0

0010.0

0016.0

0060.0

0102.0

0156.0

0186.0



验证频率稳定性的著名实验

高尔顿(Galton)板试验

高尔顿(Galton)板试验.ppt


思考：

医生在检查完病人的时候摇摇头：“你的病很重，

在十个得这种病的人中只有一个能救活.”    当病人被

这个消息吓得够呛时，医生继续说：“但你是幸运的，

因为你找到了我，我已经看过九个病人了，他们都

死于此病.”   

医生的说法对吗?   



大量试验证实,    逐渐增当重复试验的次数n

大时,     ,)( 呈现出稳定性频率 Afn 逐渐稳定于某个常

数.     这种“频率稳定性”即通常所说的统计规律性.   

让试验重复大量次数,     ,)(Afn计算频率 以它来表征

.的发生可能性大小是合适事件A

然而在实际中,     不可能对每一事件都做大量的

试验,   而且为了理论研究需要,      我们从频率的稳定

性和频率的性质得到启发,      给出如下表征事件发生

大小的概率的定义.     



二、概率的定义与性质

1933年，苏联数学家柯尔莫哥洛夫提出了概

率论的公理化结构，给出了概率的严格定义，

概率论有了迅速的发展.    

柯尔莫哥洛夫资料

使



1.概率的定义

,是随机试验设E定义 .是它的样本空间S

,赋予一个实数的每一事件AE

.的概率件A :)( 满足条件如果集合函数 P

),(AP记为

;0)(,:1 APA 有对于每一个事件非负性

;1)(,:2 =SPS 有对于必然事件规范性

是两两互不相容的设可列可加性 
,,:3 21 AA

事件,   ,,2,1,,, == jijiAA ji即对于 有

对于

称为事

)( 21  AAP ++ )()( 21 APAP=



2.概率的性质

.0)(i =P性质

证 ,),2,1( == nAn令
n

n

A


=1



.,2,1,,, == jijiAA ji 由概率可列可加性,   

)(P

由概率的非负性知,    ,0)( P .0)( =P因此

则 ,=

.)(
1




=


n

P= )(
1

n
n

AP


=

 =


=1

)(
n

nAP =



)(ii 有限可加性性质

是两两若 nAAA ,,, 21  互不相容事件,    则有

)( 21 nAAAP 

证 1+nA令 ,=ji AA即有

.,2,1, =ji 由概率的可列可加性得：

)()()( 21 nAPAPAP +++ =

2+nA= ,== ,ji 

)(
1




=k

kAP)( 21 nAAAP  =

0)(
1

+
=

n

k

kAP )()()( 21 nAPAPAP +++ = =

证毕.   




=1

)(
k

kAP=



iii性质

,, 是两个事件设 BA ,BA若 则有

)( ABP −

)(BP

;)()( APBP −=

.)(AP
B

A

证 知由 BA

,)( =− ABA且 再由概率的有限可加性, 得

)(BP

又由概率的非负性,    知0)( − ABP )(BP

,)( ABAB −= 

)()( ABPAP −+=

.)(AP

证毕.  



iv性质

,A对于任一事件 )(AP

证 ,SA因 由性质iii得

)(AP

.1

)(SP .1=

)(v 逆事件的概率性质 ,A对于任一事件 有

)(AP .)(1 AP−=

证 ,SAA =因 ,=AA且 由性质ii得

1 )()( APAP += )(SP = )( AAP  =



)(vi 加法公式性质

有对于任意两事件 BA,

)( BAP  )()()( ABPBPAP −+=

证 BA因

)( ABBA −且

),( ABBA −=

,= ,BAB 

故 )( BAP 

.)()()( ABPBPAP −+

)()( ABBPAP −+=

=

A BAB

证毕.  



此性质可以推广到多个事件的情况.   

,,, 321 为任意三个事件设 AAA 则有

)( 321 AAAP  )()()()( 21321 AAPAPAPAP −++=

,,, 21 nAAAn 个事件对于任 有

)( 21 nAAAP 

).()1( 21 n

n
AAAP −+




−
nji

ji AAP
1

)(=
=

n

i

iAP
1

)(




+
nji

kji AAAP
1

)( +



例3   

;)1( 互斥与BA

,
2

1

3

1
, 和的概率分别为设事件 BA 求在下列三

.)( 的值种情况下 ABP

;)2( BA .
8

1
)()3( =ABP

解

S
A B

,)()()1( BPABP =由图示得

)( ABP故 = )(BP = .
2

1

=

)( ABP

(2) 由图示得

= )()( APBP −

3

1

2

1
− = .

6

1

B A
S



,)3( ABABA  =由图示得

)( BAP 又

)( ABAP 

)( ABP因而 =

,=ABA且

S
A BAB

= ,)()()( ABPBPAP −+

= ,)()( ABPAP +

= )()( ABPBP −
8

1

2

1
− = .

8

3

)( BAP  ),( ABAP =



三、小结

1. 频率

;1)(01 
Afn

;1)(2 =
Sfn

,,,,3 21 是两两互不相容的事件若 kAAA  则

=)( 21 kn AAAf  ).()()( 21 knnn AfAfAf +++ 



;1)(,:2 =SPS 有对于必然事件规范性

是两两互不相容设可列可加性 
,,:3 21 AA

的事件,     ,,2,1,,, == jijiAA ji即对于 有

.)()()( 2121  ++= APAPAAP

2. 概率

;0)(,:1 AP有对于每一个事件非负性



一、古典概型定义

二、古典概型计算公式

第四节 等可能概型(古典概型)   

三、典型例题

四、小结



一、古典概型的定义

定义 ,是随机试验设E :满足下列条件若E

1
。

试验的样本空间只包含有限个元素;    

2
。

试验中每个基本事件发生的可能性相同.   

.为等可能概型则称E

等可能概型的试验大量存在,     它在概率论发

展初期是主要研究对象.   等可能概型的一些概念

具有直观、容易理解的特点,    应用非常广泛.     



二、古典概型的计算公式

定理 ,个元素包含设试验的样本空间 nS

,个基本事件包含事件 kA 则有

)(AP

该式称为等可能概型中事件概率的计算公式.     

,
中基本事件的总数

包含的基本事件

S

A
=

n

k
=



又由于基本事件是两两互不相容的,     于是

)(SP1 }){}{}({ 21 neeeP = =

= })({})({})({ 21 nePePeP +++ 

}),({ ienP=

于是 })({ ieP .,,2,1 ni =,
1

n
=

证 ,},,,{ 21 neeeS =设试验的样本空间为

由于在试验中每个基本事件发生的可能性相同,    即

})({ 1eP .})({ neP= })({ 2eP ==



,,,2,1,,, 21 个不同的数中某是这里 kniii k  则有


=

k

j

i j
eP

1

})({)(AP = =
n

k
=

中基本事件的总数

包含的基本事件数

S

A

定理得证.    

,个基本事件包含若事件 kA 即

A ,}{}{}{
21 kiii eee =



三、典型例题
例1   将一枚硬币抛掷三次.         

”“)1( 1 恰有一次出现正面为设事件A ;)( 1AP求

,“)2( 2 至少有一次出现正面”为设事件A .)( 2AP求

解 (1)    我们考虑如下的样本空间:      

,,,,,,{ THTHTTTHHHTHHHTHHHS =

},,TTTTTH

而

1A .},,{ TTHTHTHTT=



,中包含有限个元素S 由对称性知每个基本

事件发生的可能性相同.    故由计算公式得

)( 1AP

(2)  由于

2A

于是

)(1 2AP−)( 2AP = =
8

1
1− = .

8

7

.
8

3
=

,}{TTT=



注意

当样本空间中的元素较多时,    一般不再将元素

一一列出,    中元素的个数，再和只需分别求出 AS

用计算公式即可求得相应的概率.     



例2   一只口袋装有6只球,    其中4只白球、2只红球. 

从袋中取球两次,      

(a) 第一次取一只球,    

袋中,    

样.   (b) 第一次取一球不放回袋中,     

余的球中再取一球,     

(1) 取到的两只球都是白球的概率;     

(2) 取到的两只球颜色相同的概率;      

球方式:   

试分别就上面两种情况求

考虑两种取

观察其颜色后放回

第二次从剩

这种取球方式叫做不放回抽样.    

每次随机地取一只,    

这种取球方式叫做放回抽搅匀后再取一球.    



(3) 取到的两只球中至少有一只是白球的概率.   

(a) 放回抽样的情况.   解 分别表示事以 CBA ,,

件“取到的两只球都是白球”,    “取到的两只球都

是红球”,    “取到的两只球中至少有一只是白球”.    

,”“ BA这一事件为球取到两只颜色相同的易知

.BC =而

在袋中依次取两只球，每一种取法为一个基本

事件,   显然此时样本空间中仅包含有限个元素,   且

由对称性知每个基本事件发生的可能性相同,    因而



可利用公式来计算事件的概率.     

第一次从袋中取球有6只球可供抽取,    第二次

也有6只球可供抽取.    由组合法的乘法原理,    一共有

.66 种取法 .66为即样本空间中元素总数 对于

,而言事件A 由于第一次共有4只白球可供抽取,   第

二次也有4只白球可供抽取,     则由乘法原理总共有

,44 种取法 .44 个元素中包含即 A 同理,    中包B

.22 个元素含  于是



)(AP =
66

44




= .

9

4

)(BP =
66

22




= .

9

1

,=AB由于 得

)( BAP  = )()( BPAP + = .
9

5

)(CP

(b)  不放回抽样.    请同学们自己完成.    

= )(BP = )(1 BP− = .
9

8



例3    ,)( 个盒子里去只球随机地放入将 nNNn 

求每个盒子至多有一只球的概率(盒子容量不限). 

解 ,个盒子中去只球放入将 Nn 因每一只球都可

,个盒子中的任一盒子以放入N 故共有

,种不同的放法n
NNNN =  而每个盒子

种中至多放一只球共有 )]1([)1( −−− nNNN 

不同放法.    因而所求的概率为

p= n
N

nNNN )1()1( +−− 
= n

n

N

N

A

说明：许多问题和本例有相同数学模型.      生日问题

试

生日问题.ppt#1. 生日问题


例4     ,件产品设有N ,件次品其中有D 今从中任

,件取n 件次品的概率是多问其中恰有 )( Dkk 

少?     

解 ,件件产品中抽取在 nN 所有可能的取法共有

,种








n

N

,件件次品中取在 kD 种，所有可能取法有 








k

D

件所有可能的取法有件正品中取在 knDN −−

,种








−

−

kn

DN



件次品的取法共有其中恰有k

所求概率为

p= 








k

D
.
















−

−

n

N

kn

DN

超几何分布的概率公式

由乘法原理知

,件件产品中取在 nN

,种








−

−









kn

DN

k

D



例5   ,只白球袋中有a ,只红球b 个人依次在袋k

中取一只球,     (1) 作放回抽样;     (2) 作不放回抽样,    

的概率记为事件人取到白球求第 )(),,2,1( Bkii =

.)( bak +

解 (1) 放回抽样的情况,     显然有

)(BP

(2) 不放回抽样的情况.     

各人取一只球,     个基本事件：共有 k

ba+A

.
ba

a

+
=

，)1()1)(( +−+−++=+ kbababaA
k

ba 



,发生时当事件B 人取的应是白球，第i .种取法有a

只球中只球可以是其余其余被取的 11 −+− bak

,1只中的任意 −k 种取法：共有 1

1A
−

−+

k

ba

,
1

1个基本事件中包含于是 −

−+ k

baAaB 由计算公式得

)(BP = k

ba

k

ba AAa +

−

−+ 1

1 = .
ba

a

+

].1)1(1[)2)(1(
1

1 +−−−+−+−+=−

−+ kbababaA
k

ba 

无关，与iBP )( ,个人取球即k 尽管取球的

先后次序不同, 各人取到白球的概率是一样的.

结果分析：

(例如在购买福利彩票时,各人得奖的机会相同). 

与上问结果
相同



例6    在1~2000的整数中随机地取一个数,    问取到

的整数既不能被6整除,       又不能被8整除的概率是多

少?      

解 ,”6“ 整除取到的数能被为事件设A 为事B

件“取到的数能被8整除”,    则所求概率为

)( BAP = )( BAP  = )(1 BAP −

= )].()()([1 ABPBPAP −+−

由于 ,334
6

2000
333 

)(AP = .
2000

333
故得



由于 ，250
8

2000
=

故得 )(BP = .
2000

250

又由于一个数同时能被6与8整除,     就相当于能被24    

整除,    因此,    由 ,84
24

2000
83  得 )(ABP = ，

2000

83

于是所求概率为

p= 







−+−

2000

83

2000

250

2000

333
1 = .

4

3



例7    将15名新生随机地平均分配到三个班级中去, 

这15名新生中有3名是优秀生.    问 (1) 每个班级各

分配到一名优秀生的概率是多少?      (2) 3名优秀生

分配在同一班级的概率是多少?      

解 15名新生平均分配到三个班级中的分法总数

为










5

15









5

10









5

5
= .

!5!5!5

!15

每一种分配法为一基本事件,     且由对称性易知每个

基本事件发生的可能性相同.       



(1)  将3名优秀生分配到三个班级使每个班级

都有一名优秀生的分法共3!种.       对于这每一种分法,      

其余12名新生平均分配到三个班级中的分法共有

.
!4!4!4

!12
种 因此,      每一班级各分配到一名优秀生的

.
!4!4!4

!12!3
种分法共有


于是所求概率为

1p =
!5!5!5

!15

!4!4!4

12!3 ！
= .

91

25



.
!5!5!2

!12
种 因此3名优秀生分配在同一班级的分法有

,
!55!2

!123
种

！



(2) 将3名优秀生分配在同一班级的分法共有3  

种.    对于这每一种分法,     其余12名新生的分法共有

所求概率为

2p =
!5!55

!15

!5!5!2

!123

！


= .

91

6



例8     某接待站在某一周曾接待过12次来访,       

所有这12次接待都是在周二和周四进行的,    问是否

可以推断接待时间是有规定的?        

解 假设接待站的接待时间是没有规定,       而各来访

者在一周的任一天中去接待站是等可能的.     

12次接待来访者都在周二、周四的概率为

12

12

7

2
= .0000003.0

已知



小的事件在一次试验中竟然发生了,        因此有理由怀

疑假设的正确性,        从而推断接待站不是每天都接待

来访者,        即认为其接待时间是有规定的.       

人们在长期实践中总结得到“概率很小的事在

一次试验中实际上几乎是不发生的”,      现在概率很



四、小结

定义 ,是随机试验设E :满足下列条件若E

1
。

试验的样本空间只包含有限个元素;       

2
。

试验中每个基本事件发生的可能性相同.      

.为等可能概型则称E

)(AP .
中基本事件的总数

包含的基本事件

S

A
=

n

k
=

计算公式



一、条件概率

二、乘法定理

三、全概率公式与贝叶斯公式

四、小结

第五节 条件概率



分析

一、条件概率

例1   将一枚硬币抛掷两次,    观察其出现正反面的

情况.    

,”“ HA 至少有一次为为设事件

两为设事件 “B 次掷出同一面”.   

.发生的概率发生的条件下现求已知事件 BA



.}  , , , { TTTHHTHHS =

，
2

1

4

2
)( ==BP

将事件A 已经发生的条件下事件B 发生的概率
记为 ,)( ABP

3

1
)( =ABP .)(BP

)(

)(

AP

ABP
=

. ,  为反面为正面设 TH

,},{,},,{ TTHHBTHHTHHA ==

,
4

3
)( =AP )(ABP ,

4

1
=



)(

)(
)(

BP

ABP
BAP =同理可得

为事件 B 发生的条件下事件 A 发生的条件概率.     

1. 定义

,, 是两个事件设 BA ,0)( AP且 称

)( ABP
)(

)(

AP

ABP
=

.发生的条件概率发生条件下事件为在事件 BA



2. 性质

1
。
非负性:     ,B对于每一事件 ;0)( ABP有

2
。
规范性:    ,S对于必然事件 ;1)( =ASP有

3
。
可列可加性:     是两两互不相容设 ,, 21 BB

事件,    则有

)(
1

ABP i
i



=

 =


=1

.)(
i

i ABP



例2    一个盒子装有4只产品,     其中有3只一等品,    

二等品.      从中取产品两次,      每次任取一只,    作不放

回抽样.    ,”“第一次取到的是一等品为设事件A

,”“第二次取到的是一等品为事件B 试求条件概

.)( ABP率

解 此为古典概型问题.     先将产品编号,     1,2,3号为

一等品;    4号为二等品.       ,),( 表示第一次以 ji

,号分别取到第i

第二次

.号产品第j

1只



S= ),2,1{( ),3,1( ),4,1( ),1,2( ),3,2( ),4,2( , ),1,4( ),2,4(

,)}3,4(

A= ),2,1{( ),3,1( ),4,1( ),1,2( ),3,2( ),4,2( ),1,3( ),2,3( ,)}4,3(

AB= ),2,1{( ),3,1( ),1,2( ),3,2( ),1,3( .)}2,3(

由定义,  得条件概率

)( ABP
)(

)(

AP

ABP
=

129

126
= .

3

2
=

的样本空间为：试验E



.A就是 ,9个元素中有A ),1,2(),3,1(),2,1(其中只有

,)2,3(),1,3(),3,2( B属于 故可得

)( ABP
9

6
= .

3

2
=

,发生以后当事件A 所有可能的结果的集合试验E

.)( ABP接含义求也可按照条件概率的直



二、乘法定理

乘法定理 ,0)( AP设 则有 )(ABP = ).()( APABP

推广 ,,, 为事件设 CBA ,0)( ABP且 则有

)(ABCP = )( ABCP )( ABP .)(AP

一般,   ,,,, 21 个事件为设 nAAA n ,2n 且

,0)( 121 −nAAAP  则有

)( 21 nAAAP  = )( 121 −nn AAAAP  )( 2211 −− nn AAAAP 

 )( 12 AAP ).( 1AP



例3    ,只红球设袋中装有r .只白球t 每次自袋中任

取一只球,     观察其颜色然后放回,      只与所并再放入a

取出的那只球同色的球.       若在袋中连续取球四次, 

试求第一、二次取到红球且第三、四次取到白球

的概率.       

解 ,“)4,3,2,1( 次取到红球第表示事件以 iiAi =

.,, 43 四次取到白球分别表示第三则 AA



所求概率为

)( 4321 AAAAP = )( 3214 AAAAP )( 213 AAAP )( 12 AAP )( 1AP

=
atr

at

3++

+


atr

t

2++


atr

ar

++

+
 .

tr

r

+

此模型被波利亚用来作为描述传染病的数学模型.     



例4      设某光学仪器厂制造的透镜,       第一次落下时打

破的概率为1/2,       若第一次落下未打破,    第二次落下

打破的概率为7/10,    若前两次落下未打破,    第三次

落下打破的概率为9/10.        试求透镜落下三次而未打

打破的概率.        

解 .“)3,2,1( 次落下打破”透镜第表示事件以 iiAi =

.”“透镜落下三次而未打破表示事件以B

,321 AAAB =因为 故有

)(BP = )( 321 AAAP = )( 213 AAAP )( 12 AAP )( 1AP



)(BP = )( 321 AAAP = )( 213 AAAP )( 12 AAP )( 1AP

= 







−

10

9
1 








−

10

7
1 








−

2

1
1

= .
200

3

另解,    按题意

B= .321211 AAAAAA 

,,, 321211 是两两互不相容事件而 AAAAAA 故有

)(BP = )( 1AP + )( 21AAP + .)( 321 AAAP



更多例题补充例题

,
2

1
)( 1 =AP已知 ,

10

7
)( 12 =AAP ,

10

9
)( 213 =AAAP

即有 )( 21AAP = )( 12 AAP )( 1AP = 







−

2

1
1

10

7
= ,

20

7

)( 321 AAAP = )( 213 AAAP )( 12 AAP )( 1AP

=
10

9








−

10

7
1 








−

2

1
1 = .

200

27

)(BP =
2

1

20

7
+

200

27
+ = ,

200

197
)(BP =

200

197
1− = .

200

3

1.5 补充例题.ppt#1. 补充例题


1. 样本空间的划分

1
B2

B

3
B

1−nB
n

B

三、全概率公式与贝叶斯公式

定义 ,的样本空间为试验设 ES 为nBBB ,, 21

,的一组事件E 若

;,,2,1,,,)i( njijiBB ji ==

,)ii( 21 SBBB n =

.,,, 21 的一个划分为样本空间则称 SBBB n



定理 ,SE的样本空间为设试验 ,的事件为EA

,,,, 21 的一个划分为SBBB n ,,2,1(0)( = iBP i且

),n 则

)(AP = )()( 11 BPBAP )()( 22 BPBAP+ +

)()( nn BPBAP+

称为全概率公式.      

2.全概率公式



,),,2,1(0)( niBP i =由假设 ,))(( =ji ABAB且

,ji  ,,,2,1, nji = 得到

)(AP = )( 1ABP )( 2ABP+ + )( nABP+

= )()( 11 BPBAP )()( 22 BPBAP+ +

).()( nn BPBAP+

证 因为

A=AS= )( 21 nBBBA 

= ,21 nABABAB 



说明 全概率公式的主要用处在于它可以将一个
复杂事件的概率计算问题,分解为若干个简单事件
的概率计算问题,最后应用概率的可加性求出最终
结果.              

图示

A

1
B

2
B

3
B

1−nB n
B

化整为零各个击破



例5     有一批同一型号的产品， 已知其中由一厂生

产的占 30%，二厂生产的占 50%， 三厂生产的占

20%，又知这三个厂的产品次品率分别为2%, 1%, 

1%,   问从这批产品中任取一件是次品的概率是多

少?    

解 设事件 A 为“任取一件为次
品”,

.3,2,1,”“ =iiBi 厂的产品任取一件为为事件

321 BBB  ,S= ji BB = .3,2,1, =ji,



S

30%

20%

50%
2%

1%

1%

由全概率公式得

.)()()()()()( 332211 BPBAPBPBAPBPBAP ++)(AP =

,3.0)( 1 =BP ,5.0)( 2 =BP ,2.0)( 3 =BP

,02.0)( 1 =BAP ,01.0)( 2 =BAP ,01.0)( 3 =BAP

)()()()()()()( 332211 BPBAPBPBAPBPBAPAP ++=故

2.001.05.001.03.002.0 ++= = .013.0



定理 .SE的样本空间为设试验 ,的事件为EA

,,,, 21 的一个划分为SBBB n ,0)( AP且 0)( iBP

,),,2,1( ni = 则

)( ABP i = ,

)()(

)()(

1


=

n

j

jj

ii

BPBAP

BPBAP
.,,2,1 ni =

此式称为贝叶斯公式.      

3. 贝叶斯公式 贝叶斯资料



)( ABP i =
)(

)(

AP

ABP i = ,

)()(

)()(

1


=

n

j

jj

ii

BPBAP

BPBAP
.,,2,1 ni =

,2=n若在公式中取 ,1 BB 记为并将 ,2 BB 就是则

那么,   全概率公式和贝叶斯公式变为

)(AP = )()( BPBAP ,)()( BPBAP+

)( ABP =
)(

)(

AP

ABP
= .

)()()()(

)()(

BPBAPBPBAP

BPBAP

+

证 由条件概率的定义及全概率公式得



例6   某电子设备制造厂所用的元件是由三家元件

制造厂提供的.     根据以往的记录有以下的数据

元件制造厂 次品率 提供元件的份额

1

2

3

0.02

0.01

0.03

0.15

0.80

0.05

设这三家工厂的产品在仓库是均匀混合的,    且无区

别的标志.      (1) 在仓库中随机地取一只元件,     求它是



次品的概率;     (2) 在仓库中随机地取一只元件,    若已

知取到的是次品,      为分析此次品出自何厂,     需求出

此次品由三家工厂生产的概率分别是多少.       试求这

些概率.     

解 ,“取到的是一只次品”表示设 A )3,2,1( =iBi

.家工厂提供的”“所取到的产品是由第表示 i

,,, 321 的一个划分是样本空间SBBB 而且有易知,   

,15.0)( 1 =BP ,80.0)( 2 =BP ,05.0)( 3 =BP

,02.0)( 1 =BAP ,01.0)( 2 =BAP .03.0)( 3 =BAP



(1) 由全概率公式

)(AP )()( 11 BPBAP= )()( 22 BPBAP+ )()( 33 BPBAP+

= .0125.0

(2) 由贝叶斯公式

)( 1 ABP
)(

)()( 11

AP

BPBAP
=

0125.0

15.002.0 
= = .24.0

)( 2 ABP ,64.0= )( 3 ABP .12.0=

以上结果表明,    这只次品来自第2家工厂的可能性

最大.    



例7   对以往数据分析结果表明,    当机器调整良好时, 

产品的合格率为98%,    而当机器发生某种故障时, 

其合格率为55%.    每天早上机器开动时,   机器调整

良好的概率为95%.     试求已知某日早上第一件产品

是合格品时,     机器调整良好的概率是多少?    

解 ,“产品合格”为事件设 A “机器调为事件B

整良好”.    

,98.0)( =BAP ,55.0)( =BAP

已知

,95.0)( =BP ,05.0)( =BP



.)( ABP所求的概率为 由贝叶斯公式

)( ABP
)()()()(

)()(

BPBAPBPBAP

BPBAP

+
=

05.055.095.098.0

95.098.0

+


=

= .97.0

这就是说,   当生产出的第一件产品是合格品时,   此

时机器调整良好的概率为0.97.    



上题中概率 0.95 是由以往的数据分析得到的, 

叫做先验概率.           

而在得到信息之后再重新加以修正的概率

0.97叫做后验概率.          

先验概率与后验概率



例8    根据以往的临床记录,    某种诊断癌症的试验具

有如下效果:     ,”“试验反应为阳性表示若以A

,”“被诊断者患有癌症表示事件C )( CAP则有

,95.0= .95.0)( =CAP 现在对自然人群进行普查,    

设被试验的人患有癌症的概率为0.005,     )(CP也就是

,005.0= .)( ACP试求

解 ,95.0)( =CAP已知

)( CAP = )(1 CAP− = ,05.0

,005.0)( =CP ,995.0)( =CP 由贝叶斯公式

以



)( ACP =
)()()()(

)()(

CPCAPCPCAP

CPCAP

+
= .087.0

本题结果表明,    ,95.0)( =CAP虽然 ,95.0)( =CAP

这两个概率都比较高.    但若将此试验用于普查,     则有

,087.0)( =ACP 亦即正确性只有8.7%.         如果不注意

这一点,         将会得出错误的诊断.        



条件概率
)(

)(
)(

AP

ABP
ABP =

全概率公式

贝叶斯公式

四、小结

)()()()()()()(
2211 nn

BPBAPBPBAPBPBAPAP +++= 

ni

BPBAP

BPBAP
ABP

n

j

jj

ii
i ,,2,1,

)()(

)()(
)(

1

==


=

)()()( APABPABP =

乘法定理



.

,)(,

,)(

发生的概率

中表示在缩小的样本空间而概率

发生的中表示在样本空间

B

SABP

ABSABP

A

的区别与积事件概率条件概率 )()( ABPBAP

,)(

,)(

中基本事件数

中基本事件数

中基本事件数

中基本事件数

S

AB
ABP

S

AB
ABP

A

=

=

.)()(, 大比一般来说 ABPABP



一、事件的相互独立性

二、几个重要定理

三、典型例题

四、小结

第六节 独立性



一、事件的相互独立性

,,

,,

.

,,)23(5

取到绿球第二次抽取

取到绿球第一次抽取

记地取两次

有放回每次取出一个红绿个球盒中有

=

=

B

A

则有 ,)()( BPABP =

.发生的可能性大小的发生并不影响它表示 BA

)()( BPABP =


)()()( BPAPABP =

1.引例



事件 A 与 事件 B 相互独立,   

说明

2.定义 ,, 是两事件设 BA

)(ABP

,, 相互独立则称事件 BA

如果满足等式

)()( BPAP=

., 独立简称 BA

容易知道,     ,0)( AP若 ,0)( BP 相互则 BA,

., 互不相容不能同时成立独立与 BA

与事件 B 发生的概率无关.       

是指事件 A 的发生



两事件相互独立 )()()( BPAPABP =

两事件互斥 =AB

A

,
2

1
)(,

2

1
)( == BPAP若

.)()()( BPAPABP =则

例如

由此可见两事件相互独立，但两事件不互斥.     

两事件相互独立与两事件互斥的关系.     

请同学们思考

二者之间没
有必然联系

B

AB



A

B

2

1
)(,

2

1
)( == BPAP若

.)()()( BPAPABP 故

由此可见两事件互斥但不独立.   

,0)( =ABP则

,
4

1
)()( =BPAP



注意

三个事件相互独立 三个事件两两相互独立

4.三事件相互独立的概念

定义 ,,, 是三个事件设 CBA 如果满足不等式

( )ABP = ( ) ( )BPAP

( )BCP ( ) ( )CPBP

( )ACP ( ) ( )CPAP

( )ABCP ( ) ( ) ( )CPBPAP

=

=

=











.,, 相互独立则称事件 CBA



,)()()()(
2121 kk iiiiii APAPAPAAAP  =

.,,, 21 为相互独立的事件则称 nAAA 

n 个事件相互独立 n个事件两两相互独立

具有等式任意

如果对于任意个事件是设　　

,1,)1(

,,,,

21

21

niiinkk

nAAA

k

n

 

推广



证明
)(

)(
)(

AP

ABP
ABP =

)(
)(

)()(
BP

AP

BPAP
==

.)()( BPABP =

二、几个重要定理

,, 是两事件设 BA ,0)( AP且 BA,若

相互独立,     .)()( BPABP =则 反之亦然.    



,相互独立与若事件 BA 则下列各对事

件也相互独立.    

,BA与 ,BA与 .BA与

证 因为 A= )( BBA  = BAAB

于是 )(AP = )( BAABP  = )()( BAPABP +

= )()( BPAP )( BAP+

)( BAP = )](1)[( BPAP − = )()( BPAP

.相互独立与因此 BA .独立与由此可立即推出 BA

,BB =再由 .相互独立与又推出 BA



两个推论

1
。

,)2(,,, 21 相互独立若事件 nAAA n
1A则将

们各自的对立事中任意多个事件换成它nAA ,,2 

件,    .个事件仍相互独立所得的n

2
。

.)2( 个事件也是相互独立其中任意 nkk 

,)2(,,, 21 相互独立若事件 nAAA n 则



三、典型例题
例1   ,,“ 乙两枚硬币抛甲为设试验E 观察正反面

出现的情况”.    ,”“ HA 甲币出现为设事件 B事件

.”“ H乙币出现为 的样本空间为E

S= .},,,{ TTTHHTHH

)(AP =
4

2
= ,

2

1
)(BP =

4

2
= ,

2

1
)( ABP = ,

2

1
)(ABP = .

4

1

,)()( BPABP =所以 )(ABP )()( BPAP=

由题意,     甲币是否出现正面与乙币是否出现

正面是互不影响的.       



例2    一个元件(或系统)能正常工作的概率称为元件

(或系统)的可靠性.   如下图,       设有4个独立工作的元

件1,2,3,4按先串联再并联的方式联接.      个元件设第i

),4,3,2,1( =ipi的可靠性为 试求系统的可靠性.    

1 2

3 4



故有 A 21AA .43 AA=

由事件的独立性,    得系统的可靠性

)(AP )( 21AAP )( 43 AAP+ )( 4321 AAAAP−=

= )()( 21 APAP )()( 43 APAP+ )()()()( 4321 APAPAPAP−

= 21 pp 43 pp+ .4321 pppp−

解 个元件正常工第表示事件以 iiAi “)4,3,2,1( =

作”,    .”“系统正常工作表示事件以 A

系统由两条线路I和II组成.     当且仅当至少有一

条线路中两个元件均正常工作时,       系统才正常工作,   



例3    要验收一批(100件)乐器.        验收方案如下:     

自该批乐器中随机地取3件测试(设3件乐器的测试

是相互独立的),        如果3件中至少有一件在测试中被

认为音色不纯,      则这批乐器就被拒绝接收.      设一件

音色不纯的乐器经测试查出其为音色不纯的概率

为0.95;        而一件音色纯的乐器经测试被误认为不纯

的概率为0.01.    如果已知这100件乐器中恰有4件是

音色不纯的.     试问这批乐器被接收的概率是多少?       



 ,乐器

3210 ,,, HHHH ,的一个划分是S

.“这批乐器被接收”表示事件以A

已知一件音色纯的乐器,      经测试被认为音色纯的概

率为 0.99,        而一件音色不纯的乐器,       经测试被认为

音色纯的概率为0.05,       并且三件乐器的测试是相互

独立的,     于是有

)( 0HAP ,)99.0(
3= )( 1HAP = ,05.0)99.0(

2 

,”件音色不纯其中恰有i

解 件随机地取出“表示事件设以 3  )3,2,1,0(  =iH i



)( 0HP ,
3

100

3

96
















= )( 1HP ,

3

100

2

96

1

4
























=

)( 2HP ,
3

100

1

96

2

4
























= )( 3HP .

3

100

3

4
















=

故 )(AP )()(
3

0

ii

i

HPHAP
=

=

000055.08574.0 +++=

= .8629.0

而

)( 2HAP = ,)05.0(99.0
2 )( 3HAP = ,)05.0(

3



例4    甲、乙两人进行乒乓球比赛,   每局甲胜的概率

,p为 .21p 问对甲而言,      采取三局两胜制有利, 

还是五局三胜制有利.       设各局胜负相互独立.     

解 ,, 甲最终获胜采用三局二胜制

:胜局情况可能是

“甲甲”, “乙甲甲”, “甲乙甲”;

,容由于这三种情况互不相

:获胜的概率为于是由独立性得甲最终

).1(2
22

1
pppp −+=



3,, 至少需比赛甲最终获胜采用五局三胜制

,局

,,比赛四局例如 :则甲的胜局情况可能是

“甲乙甲甲”,   “乙甲甲甲”,      “甲甲乙甲”;   

,容由于这三种情况互不相

:, 甲最终获胜的概率为在五局三胜制下

.)1(
2

4
)1(

2

3
2333

2 pppppp −







+−








+=

:于是由独立性得

., 局而前面甲需胜二且最后一局必需是甲胜



)312156(
232

12 −+−=− pppppp由于

.)12()1(3
22 −−= ppp

;,
2

1
12 ppp  时当 .

2

1
,

2

1
12 === ppp 时当

.,
2

1
制有利对甲来说采用五局三胜时故当 p

.
2

1
,

,
2

1

都是相同的

概率是两种赛制甲最终获胜的时当　 =p

补充例题

1.6 补充例题.ppt#1. 更多例题讲解


四、小结

)()()(,.1 BPAPABPBA =两事件独立













=

=

=

=



.)()()()(

,)()()(

,)()()(

,)()()(

,,

CPBPAPABCP

CPAPACP

CPBPBCP

BPAPABP

CBA 三个事件相互独立

.,,,

.2

相互独立与与与相互独立

重要结论

BABABABA 


