
主要内容 

线性相关与线性无关 

第三节    维数  基与坐标 

线性空间的维与基 



一、线性相关与线性无关 

1.  定义 1)  线性组合 

定义 2    设 V 是数域 P 上的一个线性空间， 

1 , 2 , …, r  ( r  1 )是 V 中一组向量，k1 , k2 ,…, 

kr 是数域 P 中的数，那么向量 

 = k11 + k22 + …+ krr 

称为向量组 1 , 2 , …, r 的一个线性组合. 

也称向量  可以用向量组1 , 2 , …, r 线性表出. 

此时 



2)  等价 

定义 3    设 

1 , 2 , …, r ；                         (1) 

1 , 2 , …, s                                             (2) 

是 V 中两个向量组. 如果 (1) 中每个向量都可以用 

向量组 (2) 线性表出，那么称向量组 (1) 可以用向 

 量组 (2) 线性表出. 如果 (1) 与 (2) 可以互相线性表 

出，那么向量组 (1) 与 (2) 称为等价的. 



3)  线性相关与线性无关 

定义 4    线性空间 V 中向量组 1 , 2 , …, r 

( r  1 ) 称为线性相关，如果在数域 P 中有 r 个不 

全为零的数 k1 , k2 , … , kr , 使 

k11 + k22 + …+ krr = 0.  

如果向量组 1 , 2 , …, r 不线性相关，就称为线性 

无关. 换句话说，向量组1 , 2 , …, r 称为线性 

无关，如果等式 (3) 只有在 k1 = k2 = … = kr = 0 时 

才成立. 

(3) 



2.  几个常用结论 

1)  单个向量  是线性相关的充分必要条件是 

  = 0 . 两个以上的向量 1 , 2 , …, r 线性相关的 

充分必要条件是其中有一个向量是其向量的线性 

组合. 



2)  如果向量组1 , 2 , …, r 线性无关，而且可 

以被 1 , 2 , …, s  线性表出，那么 r   s . 

由此推出，两个等价的线性无关的向量组，必 

定含有相同个数的向量. 

3)  如果向量组1 , 2 , …, r 线性无关，但向量 

组 1 , 2 , …, r ,   线性相关，那么  可以被 1 ,  

2 , …, r 线性表出，而且表法是唯一的. 



例 1    证明 
2
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线性无关. 

证明 设有三个数 k1 , k2 , k3 使 

k1 p1(x) + k2 p2(x) + k3 p3(x) = 0 ,  

即 k1( 1 + x ) + k2( 1 - x ) + k3( x + x2 ) = 0 , 

也即 ( k1 + k2 ) + ( k1 - k2 + k3 ) x + k3 x
2 = 0 , 

于是 k1 + k2 = 0； k1 - k2 + k3 = 0； k3 =0 . 

从而得     k1 = k2 = k3 = 0 . 证毕 



二、线性空间的维与基 

1.  线性空间的维 

1)  引入 

2)  定义 

定义 5    如果在线性空间 V 中有 n 个线性无 

关的向量，但是没有更多数目的线性无关的向量， 

那么 V 就称为 n 维的； 如果在 V 中可以找到任意 

多个线性无关的向量，那么 V 就称为无限维的. 



例如 

几何空间中向量所成的线性空间是三维的； 

n 元数组所成的空间是 n 维的； 

由所有实系数多项式所成的实线性空间是无 

限维的，因为对于任意的 n , 都有 n 个线性无关的 

向量 

1 , x , … , x n - 1 , … 



2.  线性空间的基 

定义 6    在 n 维线性空间 V 中， n 个线性无 

关的向量  1 ,  2 , … ,  n 称为 V 的一组基. 设  是 

V 中任一向量，于是  1 ,  2 , … ,  n ,   线性相关， 

因此   可以被基  1 ,  2 , … ,  n  线性表出： 

  = a1 1 + a2 2 + … + an n  , 

其中系数 a1, a2 , … an 是被向量  和基  1 ,  2 , …,  

 n 唯一确定的， 

 n 下的坐标，记为 ( a1, a2 , … , an  ) . 

这组数就称为  在基  1 ,  2 , … ,  



3.  维与基的关系 

定理 1    如果在线性空间 V 中有 n 个线性无 

关的向量  1,  2 , …,  n ，且 V 中任一向量都可以 

用它们线性表出，那么 V 是 n 维的，而  1,  2 , … 

 n  就是 V 的一组基. 

证明 因为  1,  2 , …,  n 是线性无关的， 

所以 V 的维数至少是 n . 为了证明 V 是 n 维的， 

只须证 V 中任意 n + 1 个向量必定线性相关. 设 

1 , 2 , …, n + 1 



是 V 中任意 n + 1 个向量，它们可以用 1,  2 , …,  

 n  线性表出. 假设它们线性无关，就有 n + 1  n , 

于是得出矛盾. 证毕 

例 2    在线性空间 P[ x ]n 中， 

1 , x , … , x n - 1  

是 n 个线性无关的向量，而且每一个次数小于n 的 

数域 P 上的多项式都可被它们线性表出， 

P[ x ]n 是 n 维的，而 1 , x , … , x n - 1 就是它的基. 

所以 



在这组基下，多项式   f (x) = a0 + a1 x + … +  

an -1 x n - 1 的坐标就是它的系数 ( a0 , a1 , … , an-1 ) . 

如果在 V 中取另外一组基 

1
 = 1 , 2

 = ( x - a ) , … , n
 = ( x - a )n - 1 . 

那么按泰勒展开公式 
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因此， f (x) 在基 1
 , 2

 , …, n
 下的坐标是 
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例 3    在 n 维空间 P n 中，显然 
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是一组基. 对每一个向量 = ( a1 , a2 , … , an ) , 都有 

  = a1 1 + a2 2 + … +  n  . 

所以 ( a1 , a2 , … , an ) 就是向量  在这组基下的坐 

标. 
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不难证明， 

也是 P n 的一组基. 在这个基下，因为 

  = a11
 + ( a2 - a1 )2

 + … + ( an - an -1 )  n
   . 

所以  在基 1
 , 2

 , …, n
 下的坐标为 

(a1, a2 - a1 , … , an - an -1 ) . 



例 4    如果复数域 C看作是自身上的线性空 

间，那么这是一维的，数 1 就是一组基； 如果看作 

是实数域R上的线性空间，那么就是二维的，数 1 与 

i 就是一组基. 

维数是和所考虑 的数域有关的. 


